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1 Einleitung

Die Untersuchung und Spezifikation der Abhéngigkeitsstrukturen in Zeitreihen sind wesentliche
Bestandteile der Zeitreihenanalyse. Dabei besteht eine zentrale Voraussetzung fiir viele statisti-
sche Methoden darin, dass Zufallsvariablen X1, ..., X zufillig — also unabhéngig und identisch
verteilt — sind. So setzt z. B. die Methode der kleinsten Quadrate eine Unkorreliertheit der
aus ihr resultierenden Fehler voraus. Und auch bei der Anpassung von autoregressiven bzw.
Moving-Average-Modellen ist sicherzustellen, dass keine Reststruktur in den verbleibenden Re-
siduen vorhanden ist. Auflerdem ist es hiufig von Interesse, ob die vorliegenden Beobachtungen
zufillig ausgewahlt wurden oder ob eine zeitliche Struktur, wie z. B. ein Trend, in der Zeitreihe
vorhanden ist. Dabei existieren viele verschiedene Alternativen zur Zufalligkeit.

Aus diesem Grund stellt die Anwendung adéquater Unabhéngigkeits- bzw. Zufalligkeitstests
an Zeitreihen einen wichtigen Aspekt der Statistik dar. Dafiir stehen diverse Testverfahren zur
Verfiigung, die verschiedene Kenngrofien in der Zeitreihe zur Entscheidungsfindung heranziehen.
Dies fithrt dazu, dass die Verfahren in unterschiedlicher Weise auf verschiedene Alternativen
zur Unabhéngigkeit sowie auf andersartige Strukturen in der Zeitreihe reagieren. Beispielsweise
kann sowohl auf Basis der empirischen Autokorrelationskoeffizienten auf Abhéngigkeiten in der
Zeitreihe geschlossen werden als auch anhand der Anzahl an Hoch- und Tiefpunkte. Liegt jedoch
z. B. ein Trend in der Zeitreihe vor, so kénnen die Autokorrelationskoeffizienten trotz fehlender
Korrelation signifikant erhoht sein. Auf die Anzahl der Extrempunkte hat der Trend jedoch kaum
einen Einfluss. Aus diesem Grund stellt das Versténdnis der verwendeten Testverfahren und ihrer
Statistiken einen wesentlichen Gesichtspunkt bei der Wahl eines geeigneten Testverfahrens fiir
die jeweilige Situation dar.

Obwohl bereits einige Simulationsstudien zu den Trennschérfen unterschiedlicher Unabhéngig-
keits- und Zufélligkeitstests unter verschiedenen Szenarien existieren (u. a. Mateus und Caeiro,
2013; Harrison und McCabe, 1975; Islam und Toor, 2019; Gupta und Govindarajulu, 1980),
werden in diesen Arbeiten oft nur Testverfahren mit dhnlichen Ansétzen in Bezug auf ihre
Trennschérfe verglichen. Des Weiteren sind in vielen Arbeiten nur wenige Abweichungen von
den Voraussetzungen der Testverfahren und Szenarien Bestandteil der Simulationen. Auch be-
schriankt sich die untersuchte Abhéingigkeitsstruktur dabei in den meisten Féllen auf die von
AR(1)-Prozessen.

Das zentrale Ziel dieser Arbeit besteht deshalb darin, das Verhalten parametrischer, nicht-
parametrischer sowie rangbasierter Unabhéngigkeitstests in verschiedenen Szenarien zu unter-

suchen und zu vergleichen. Auflerdem soll ihre Eignung in dem jeweiligen Szenario beurteilt



werden. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf den von Leckey et al. (2020) beschriebenen K-
Vorzeichentiefetests. Kustosz et al. (2016a) konnten fiir diese Testverfahren im Kontext von
explosiven Prozessen schon Uberlegenheiten gegeniiber dem F-Test sowie dem einfachen Vorzei-
chentest feststellen. Da iiber das Verhalten der K-Vorzeichentiefetests bei stationdren Prozessen
jedoch noch wenig bekannt ist, liegt der Fokus dieser Arbeit auf solchen Prozessen.

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden die grundlegenden mathematischen Konzepte und
Modelle, die des Weiteren von Interesse sind, definiert. Anschliefend werden die verschiedenen
zu untersuchenden statistischen Testverfahren vorgestellt und erldutert. Als parametrische Tests
werden dabei der Durbin-Watson-Test sowie der Ljung-Box-Test betrachtet. Zur Auswahl nicht-
parametrischer Verfahren gehéren der Runs-Test, der Turning-Point-Test, der Broock-Dechert-
Schreinkman-Test und die K-Vorzeichentiefetests. Als Vertreter rangbasierter Tests wird der
Von-Neumann-Ratio-Rang-Test betrachtet.

Das dritte Kapitel beinhaltet die statistische Auswertung. Dabei werden die verschiedenen
Testverfahren auf simulierte Zeitreihen aus unterschiedlichen Prozessen sowie unter diversen
Szenarien angewendet. Anschlieflend werden ihre Trennschérfen beschrieben, verglichen und
erldutert. Bestandteil der Untersuchungen sind autoregressive Prozesse 1. und 2. Ordnung sowie
saisonale Prozesse, Moving-Average-Prozesse 1. Ordnung und GARCH(1,1)-Prozesse. Als Sze-
narien werden Abweichungen von der Normalverteilung der Innovationen, innovative Ausreifler,
Kontaminationen, wachsende Varianzen und Strukturen wie Trends, Spriinge sowie eine feste
und eine wachsende Anzahl von Oszillationen in der Zeitreihe betrachtet. Auflerdem werden wei-
tere Untersuchungen zu den K-Vorzeichentiefetests durchgefiihrt. Dabei wird die Asymmetrie
ihrer Trennschérfe thematisiert und vereinfachte Versionen dieser Testverfahren werden betrach-
tet und analysiert.

Im Fazit werden die wichtigsten gewonnen Erkenntnisse zusammengefasst und diskutiert. Da-
bei wird noch einmal ein Uberblick iiber das Verhalten und die Eignung der einzelnen Testver-
fahren bei den verschiedenen zugrunde liegenden Prozessen und Szenarien gegeben. Im Ausblick
werden mogliche Modifikationen der K-Vorzeichentiefetests fiir weitere Untersuchungen aufge-
zeigt, von denen verbesserte Trennschéiirfen bei den in dieser Arbeit betrachteten Alternativen

zur Zufilligkeit in Zeitreihen zu erwarten wéren.



2 Statistische Methoden

2.1 Definitionen

Stochastischer Prozess

Sei (€, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I # () eine Indexmenge. Eine Folge von Zufalls-
variablen (X;)ier mit X; : © — R wobei I = Z gilt und zugehoériger Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktionen fx, wird nach Brockwell und Davis (2006, S. 8) als zeitdiskreter, reellwertiger,
stochastischer Prozess (oder hier kurz: stochastischer Prozess) bezeichnet. Eine Realisierung ei-
nes stochastischen Prozesses (X;(w), w € Q)ier = (21)1er wird dabei als Pfad des Prozesses oder,
im Folgenden vorwiegend, als Zeitreihe bezeichnet.

Ein Ziel der Zeitreihenanalyse besteht darin, auf Grundlage von beobachteten Zeitreihen
Riickschliisse auf den zugrunde liegenden Prozess zu ziehen. In der Praxis liegen in den meisten
Fillen lediglich Ausschnitte einer Zeitreihe vor, die durch einen stochastischen Prozess erzeugt
wurden. In dieser Arbeit werden deshalb weitestgehend Zeitreihen der Form (z1, ..., zy) betrach-
tet, wobei NV € N gilt.

Erwartungswert, Varianz und Autokovarianz

Die Mittelwertfunktion eines stochastischen Prozesses (X;);er ist nach Brockwell und Davis
(2010, S. 15) definiert als:

o0

pe=EX) = [ af (@) d,

—00

falls dieses Integral existiert, wobei es sich bei fx, um die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Zufallsvariablen X; des stochastischen Prozesses (X;)icr handelt. Falls der Prozess ein endliches
zweites Moment besitzt, das heifit, falls E[X?] < oo fiir alle t € I gilt, so ist seine Varianz

definiert als:

of = Var[X,] = E[(X; — u)?]
und seine Autokovarianzfunktion entspricht:

vx(t,8) = Cov[ Xy, Xs| = E[( Xy — ) (Xs — ps)], t,s €.



Liegt eine Zeitreihe (x1,...,xy) vor, so sind ihr empirischer Mittelwert und ihre empirische
Autokovarianz zum Lag h nach Shumway und Stoffer (2017, S.27) definiert durch:

1 N
T= D
t=1
1 N—h
V) =+ 2 (zen — T)(2¢ — 7).

Stationaritat

Ein stochastischer Prozess (X}):cs heifit nach Brockwell und Davis (2006, S.12) schwach stationér
(oder kurz: stationér), falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(i) B[X?] < Vtel,
(ii) E[X¢] =mV te I, wobei m € R,
(ill) yx(t,s) =yx(t+r,s+7r) Vs t,rel.

Die Autokovarianzfunktion stationirer, stochastischer Prozesse steht mit s und ¢ lediglich
durch ihre Differenz |t — s| = h € I in Zusammenhang, sodass sie hiufig nur mit vyx (h) bezeich-
net wird. Heuristisch gesehen bedeutet die schwache Stationaritdt eines Prozesses, dass sich
seine statistischen Eigenschaften {iber die Zeit hinweg nicht verindern. Erst durch die Annah-
me der Stationaritdt kann geschlussfolgert werden, dass eine betrachtete Zeitreihe (x1,...,zxN)

charakteristisch fiir den gesamten Prozess ist.

Autokorrelationsfunktion

Handelt es sich bei (X¢)ier um einen (schwach) stationéren Prozess, so kann seine Autokorrela-

tionsfunktion zum Lag h nach Brockwell und Davis (2006, S. 16) definiert werden als:

pxc(h) = xGt+h) xR

x(tt)  vx(0)

Damit handelt es sich bei der Autokorrelationsfunktion um eine einheitenlose Normierung der

Autokovarianzfunktion, die Werte zwischen -1 und 1 annehmen kann. Analog kann die empirische

Autokorrelationsfunktion definiert werden als:

Korrelogramm

Als Korrelogramm wird nach Schlittgen (2001, S. 7) der Graph der Autokorrelationsfunktion
einer Zeitreihe in Abhéngigkeit vom Lag h bezeichnet. In der Zeitreihenanalyse wird es oft als
Werkzeug fiir die Uberpriifung der Unabhingigkeit einer Zeitreihe genutzt. Dabei kinnen auf
seiner Grundlage sowohl rein optische als auch statistisch fundierte Aussagen iiber die Korrela-

tionsstrukturen einer Zeitreihe gefillt werden.



White-Noise-Prozess

Nach Schlittgen (2001, S. 9) wird eine Familie unkorrelierter, identisch verteilter Zufallsvariablen
(We)ier als White-Noise-Prozess oder Weifles Rauschen bezeichnet, falls die folgenden Bedingun-
gen erfiillt sind:

(i) E[Wy] =0 Vtel,

(ii) Var(Wy] = o3, Vt € I, wobei o3, € R.

In dieser Arbeit werden solche Prozesse mit WN(0,03,) gekennzeichnet. Sind die Zufallsva-
riablen W sogar unabhéingig, so wird der Prozess starkes Weifles Rauschen genannt und mit
iid(0,0%,) bezeichnet. Insbesondere handelt es sich bei White-Noise-Prozessen aufgrund der

oben eingefiithrten Eigenschaften um stationére Prozesse.

GauBscher Prozess

Der GauBlsche Prozess stellt nach Schlittgen (2001, S. 9) einen Spezialfall des Weiflen Rauschens
dar, bei dem die Zufallsvariablen (W;);cr alle normalverteilt sind. Diese Art von Prozessen wird
im Folgenden mit GN (0, 0%) bezeichnet.



2.2 Modelle

Autoregressive Prozesse (AR-Prozesse)

Ein stochastischer Prozess (X;)iez wird nach Shumway und Stoffer (2017, S. 76) als autoregres-
siver Prozess der Ordnung p (AR(p)) bezeichnet, falls er von der Form:

T = U+ P12 1+ ..+ ppTiptw, tE 7

ist. Dabei sind g, p1, ..., pp, € R Konstanten mit p, # 0 und w; sind Realisationen eines White-
Noise-Prozesses mit der Varianz JIQ/V > 0, wobei p als Mittelwert der Zeitreihe bezeichnet wird
und py, ..., pp als AR-Koeffizienten. Fiir einen stationdren, autoregressiven Prozess 1. Ordnung
mit einem Mittelwert von 0 entspricht der Autokorrelationskoeffizient zum Lag h (s. Kap. 2.1)
nach Shumway und Stoffer (2017, S.77) genau:

p(h) =pl h=>0.

Moving-Average-Prozesse (MA-Prozesse)

Ein stochastischer Prozess (X¢)iez wird nach Shumway und Stoffer (2017, S. 81) gleitender
Durchschnitt-Prozess oder Moving-Average-Prozess der Ordnung ¢ (MA(q)) genannt, wenn er

die Form:

Ty = b+ W1 + . F VgWi—g + Wy, T € Z

hat. Bei p,v1,...,v4 € R handelt es sich um Konstanten mit v, # 0 und w; sind Realisatio-
nen eines White-Noise-Prozesses mit der Varianz 0124/ > 0. In dem Zusammenhang heiflen p
Mittelwert der Zeitreihe und vy, ..., v; Moving-Average-Koeffizienten. Handelt es sich um einen
Moving-Average-Prozess 1. Ordnung, der stationér ist und einen Mittelwert von 0 besitzt, so

entspricht seine Autokorrelationsfunktion zum Lag h genau:

v/(1+v3), h=1
0, h > 1.

p(h) =

Insbesondere gilt fiir diese Funktion |p(h)| < 0.5, was sich durch einfachen Ableiten des obigen

Terms nachvollziehen lasst.

Autoregressive Moving-Average Prozesse (ARMA-Prozesse)

Ein stochastischer Prozess (Xi)icz wird nach Shumway und Stoffer (2017, S. 83) als autore-
gressiver Moving-Average-Prozess der Ordnungen p und ¢ (ARMA(p,q)) bezeichnet, wenn er

stationdr und von der Form

Te =+ p1T4—1 + oo + PpTp—p +V1WE—1 + . F VgW—g Wy, T E L



ist. Dabei handelt es sich bei p,p1,..., pp,v1,...,v4 € R um Konstanten mit v4, p, # 0 und
wy sind Realisationen eines White-Noise-Prozesses. Die Parameter v, ...,v, werden als MA-

Koeffizienten, p1, ..., pp als AR-Koeffizienten und p als Mittelwert der Zeitreihe bezeichnet.

Generalized-Autoregressive-Conditional-Heteroscedasticity-(GARCH-)Modell

Bei einem Generalized- Autoregressive-Conditional-Heteroscedasticity-(GARCH-)Modell handelt
es sich um eine von Bollerslev (1986) erstmals beschriebene Verallgemeinerung des von Engle
(1982) eingefithrten Autoregressive-Conditional-Heteroscedasticity-(ARCH-)Modells.

Im Gegensatz zu herkémmlichen Zeitreihenmodellen, die eine konstante Varianz der Fehlerter-
me voraussetzen, unterstellt dieses Modell, dass die bedingte Varianz der Fehler zum Zeitpunkt
t als eine Funktion der quadrierten vorangegangenen Fehler variiert. Eine Motivation fiir dieses
Modell stellen Finanzzeitreihen dar, in denen typischerweise sogenannte Volatilitdtscluster zu
beobachten sind. Das bedeutet, dass sie sowohl Phasen enthalten, in denen die Zeitreihenwerte
eine hohe Volatilitdt aufweisen, als auch andere, in denen sie eine vergleichsweise sehr geringe
Varianz besitzen. In seiner einfachsten Form ist das ARCH(p)-Modell nach Verbeek (2012, S.
298) definiert als

Tt = €, €t = OtWy, Wt ~ WN(O, 1)

2

o} = E[e|Li-1] =w+ a1€f_y + ... + ape}

t—p-

Dabei handelt es sich bei I;_; um ein Informationsset, das typischerweise €1 und seine
gesamte Historie enthélt. Eine notwendige Restriktion ist dabei, dass w > 0 und «; > 0 fiir
i € {1,...,p} gelten, um sicherzustellen, dass o; nichtnegativ ist. Im Fall p = 1 sagt das ARCH(p)-
Modell aus, dass auf eine betragsmiflig grofie Innovation zum Zeitpunkt (¢ - 1) tendenziell wieder
eine betragsmiflig grofle Innovation folgt. Die Spezifikation des Modells impliziert also, dass die
Terme ¢; und €;_1 korreliert sind.

Eine niitzliche und in der empirischen Anwendung stark verbreitete Verallgemeinerung des
ARCH(p)-Modells stellt das generalisierte ARCH(p)-Modell oder GARCH(p,q)-Modell nach
Bollerslev (1986) dar. Dabei wird die bedingte Varianz der Fehler modelliert durch:

P q
2 2 2
o =w+ E Qi€ + E Bioi_;-
i=1 i=1

In der empirischen Anwendung schneidet das GARCH(1,1)-Modell hiufig sehr gut ab. Die

bedingte Varianz kann in diesem Fall geschrieben werden als

2 2 2
Ut = W + alEt*l + ﬁlo’t*l'

Um die Nichtnegativitit von o7 zu gewihrleisten, miissen hier die Parameter w, oy sowie £

alle nichtnegativ sein.



Multiple Regression

Unter einer multiplen Regression versteht man nach Bender et al. (2002) eine Verallgemeinerung
des einfachen linearen Regressionsmodells auf ein Modell mit mehreren erkldrenden Variablen.

Seine allgemeine Form entspricht:
yi = 0o + 0121 + ... + O i + €
fiir i € {1,..., N} oder in Matrixschreibweise:
y=X0+e.

Dabei handelt es sich bei X = (27,...,2L) € R™¥ um die Designmatrix der erklirenden
Variablen oder Regressoren x; = (215, ...,xn;) fiir j € {1,...,m}, deren Einfluss auf den Vektor
der sogenannten Zielvariablen y = (y1, ..., yN)T € RY mithilfe des Regressionsmodells beschrie-
ben werden soll. Der Vektor € = (ey,...,en)T € RY entspricht dabei dem Fehlervektor, dessen
Eintrage Realisierungen unkorrelierter, identisch verteilter Zufallsvariablen Fi, ..., En mit Er-
wartungswerten F[F;] = 0 und konstanter Varianz Var[E;] = 02 > 0 Vi € {1,..., N} darstellen.
Bei 6 = (6y,01,...,0,,)7 € R™ handelt es sich um den sogenannten Regressionskoeffizienten,
der den Einfluss der erkldrenden Variablen auf die Zielvariable quantifiziert. Dabei wird g als
Regressionskonstante oder Interzept bezeichnet und die Parameter 61, ..., 8,, heiflen Steigungs-
parameter. Die Analyse dieses Regressionskoeffizienten ist bei der multiplen Regression von zen-
tralem Interesse. Seine Schétzung kann beispielsweise durch die Methode der kleinsten Quadrate
(KQ-Schétzung) erfolgen.

Nachdem ein multiples Regressionsmodell angepasst worden ist, stellt die Analyse der Residu-
en 7;(0) := y; - #;0 einen wichtigen Schritt zur Uberpriifung der Annahmen der Schiitzmethode
des Regressionskoeffizienten dar. Dabei handelt es sich bei Z; mit ¢ € {1,..., N} um die Zeilen
der Matrix X. So wird z. B. bei der KQ-Schétzung vorausgesetzt, dass die Residuen unkorreliert
sind und einen Erwartungswert von 0 sowie eine homogene Varianz aufweisen. Diese Annahmen

koénnen mit numerischen und mit grafischen Methoden iiberpriift werden.



2.3 Durbin-Watson-Test (DW-Test)

Beim Durbin-Watson-Test handelt es sich um einen von Durbin und Watson (1950) eingefiihrten
parametrischen Test auf das Vorliegen einer Autokorrelation zum Lag 1 in einer Zeitreihe
(1, ...,zn). Besondere Anwendung findet dieser Test im Kontext von multiplen linearen Re-
gressionen, um die Unabhéngigkeitsannahmen von den aus einer KQ-Schétzung resultierenden
Residuen, die im Folgenden als e = (e, ...,exn) bezeichnet werden, zu iiberpriifen. Sie sind in

einem solchen Fall mit den Bezeichungen aus Kapitel 2.2 definiert als:
e = [I - X (XTX)_1 XT] Y,

wobei I die Einheitsmatrix entsprechender Dimension bezeichnet. Eine Anwendung des DW-
Tests macht dabei lediglich Sinn, wenn die Schitzung einen zeitlich geordneten Prozess betrifft.

Fiir die Residuen wird dann der Zusammenhang
et = pre—1 +we, mit |p1| <1, wp~ GN(0,0’%;)

fiir t € {2, ..., N} angenommen und die Nullhypothese p; = 0 wird gegen die Alternative p; # 0
getestet. Eine Ablehnung der Nullhypothese wiirde nach Durbin und Watson (1950) dafiir spre-
chen, dass die Voraussetzung der KQ-Schiatzungen, nach denen aufeinanderfolgende Fehler un-
abhéngig voneinander sind, verletzt ist. Als Konsequenz kann nach dem Gauf-Markov-Theorem
beispielsweise nicht mehr garantiert werden, dass der berechnete KQ-Schétzer die geringste
Varianz unter der Menge der erwartungstreuen Schéitzer hat. Aufgrund der Linearitdt des Er-
wartungswertes hat die Kovarianz der Residuen jedoch keinen Einfluss auf die Erwartungstreue
des Schitzers.

Voraussetzungen fiir die Anwendung des Durbin-Watson-Tests sind nach Verbeek (2012, S.
102), dass das Regresssionsmodell einen Interzept beinhaltet und die Regressoren als determi-
nistisch betrachtet werden. Damit darf die Regressormatrix beispielsweise keine verzogerten,
abhéngigen Variablen beinhalten.

Die Teststatistik des Durbin-Watson-Tests ist definiert als:

_ Yilsle — )

N
thl et2

Dabei ist Tpy > 0, da sowohl im Zéahler als auch im Nenner quadratische Terme summiert wer-

Tpw

den. Durch das Ausmultiplizieren obiger Formel und indem ausgenutzt wird, dass fiir hinreichend

grofles N approximativ th\i g€ R th\i 5 e¢—1 gilt, ergibt sich die alternative Darstellung:

N
_ E,{\Lg(et —er1)? _ >oia(ef — 2ei1er +ef ) ~9 (1 B Zi\iz €t€t—1>

Tpw = N N N
Zt:l ez% Zt:l ef thl e%

Da die Residuen eines KQ-Modells definitionsgemifl einen Erwartungswert von 0 aufweisen,

entspricht der Ausdruck 3ilserec-1/5N | 2 dem empirischen Korrelationskoeffizienten py.
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Mit der Voraussetzung, dass |p1| < 1 erfiillt ist, sollte dies auch fiir den empirischen Korrelati-
onskoeffizienten gelten, sodass fiir die Teststatistik insgesamt 0 < Tpy < 4 gilt. Der Extremfall
Tpw = 0 tritt dabei genau dann auf, wenn eine perfekte positive Korrelation zwischen den Resi-
duen besteht, also p; = 1 ist. Im Fall, dass eine perfekte negative Korrelation vorliegt, also p; =
-1 gilt, nimmt die Teststatistik ihren maximalen Wert von ungefiahr 4 an. Unter der Nullhypothe-
se betrigt der Wert der Teststatistik 2 und deutet somit auf ein Fehlen von Autokorrelationen
1. Ordnung in der betrachteten Stichprobe hin.

Die exakte Verteilung der Teststatistik Ty ist komplex und héngt nicht nur vom Stichpro-
benumfang N und der Anzahl der Regressoren K ab, sondern auch von den Werten, die sie
annehmen. Aus diesem Grund beschéftigten sich viele wissenschaftliche Studien mit der Her-
leitung von oberen und unteren Schranken dy und dy der kritischen Werte von Tphy (also:
dr, < derit < dy) in Abhéngigkeit von K und N und damit, die Trennschéirfe des Tests zu
beurteilen (Savin und White, 1977; Durbin und Watson, 1971; L’Esperance und Taylor, 1975;
Kriamer, 1985; Farebrother, 1980). Obwohl z. B. Imhof (1961) oder Farebrother (1980) bereits
Methoden zur Bestimmung von dy und dy vorgestellt haben, werden aufgrund des groflien Re-
chenaufwandes, den sie benotigen, hiaufig Tabellen fiir die Schranken herangezogen. Durbin und
Watson (1971) und Savin und White (1977) erkannten dabei zumindest in Stichproben mit
N < 15 die Uberlegenheit der von Farebrother (1980) beschriebenen Methode in Bezug auf die
Rechenkomplexitét gegeniiber der von Imhof (1961). So tabellierten Savin und White (1977)
entsprechende Werte von dy, und dy; bei Stichprobengréfien von 6 — 200 Beobachtungen und bis
zu 6 Regressoren, wobei sie auf Grundlage ihrer Berechnungen empfehlen, fiir Stichprobengréfien
mit N > 80 die von Imhof entwickelte Methode zu verwenden. Fiir grofiere Stichproben erach-
teten Savin und White (1977) den erforderlichen Rechenaufwand als zu grofi und eine weitere
Tabellierung als impraktikabel. Weiterhin bemerkten sie, dass die berechneten Werte dy, und dpr
den Quantilen der exakten Verteilung bis auf die dritte Nachkommastelle entsprechen.

Unter der Nullhypothese, dass p; = 0 ist, gilt damit fiir die Schranken zum Niveau o = 0.05:
P(TDW < dL) < P(TDW < dcrit) =0.06 < P(TDW < dU).

Fiir die einseitige Alternative p; > 0 gibt es damit nach Verbeek (2012, S. 103) drei mégliche
Szenarien, eine Testentscheidung zu treffen:
(i) Tpw < dr: Damit gilt auf jeden Fall auch Tpw < deip und die Nullhypothese wird
abgelehnt.
(ii) Tpw > dy: Damit gilt auf jeden Fall auch Tpw > derir und die Nullhypothese kann nicht
abgelehnt werden.
(iii) dr, < Tpw < dy: In diesem Fall kann keine Aussage getroffen werden, da nicht sicher ist,
ob Tphyw den Wert von d..;; unterschreitet oder nicht.
Um die Alternative p; < 0 zu testen, wird die Teststatistik (4 - Tpw ) herangezogen, sodass
obige Entscheidungsregeln analog verwendet werden kénnen. Im Fall einer beidseitigen Alterna-

tive miissen beide erwihnten Teststatistiken betrachtet werden und zwei Entscheidungen zum
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Niveau «/2 miissen nach obigem Prinzip gefillt werden. Erst wenn in einem der beiden Féllen
eine Ablehnung der Nullhypothese stattfindet, kann die beidseitige Nullhypothese abgelehnt
werden.

Die Existenz eines Wertebereichs, in dem keine Testentscheidung getroffen werden kann, stellt
dabei einen wesentlichen Nachteil des Durbin-Watson-Tests dar. Allerdings gilt zu beachten,
dass die Grofe dieses Bereichs mit zunehmender Stichprobenanzahl abnimmt, sodass die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Teststatistik einen Wert in diesem Bereich annimmt, zunehmend kleiner
wird.

In R kann der Durbin-Watson-Test mit der Funktion dwtest aus dem Paket 1mtest von Zeileis
und Hothorn (2002) durchgefiihrt werden. Als Eingabe akzeptiert diese Funktion entweder ein
1m-Objekt oder eine Regressionsformel. Im Fall, dass keine Regressoren vorhanden sind, miissen
die Beobachtungen in Abhéngigkeit ihrer Indizes modelliert werden. Die Art der Alternative
kann {iber den Parameter alternative eingestellt werden. Fiir die Berechnung des p-Wertes
kann mit Hilfe des Parameters exact entweder der von Farebrother (1980) beschriebene Al-
gorithmus (exact=TRUE) oder eine Normalapproximation mit den Momenten der DW-Statistik
(exact=FALSE) gewé#hlt werden. Allerdings geben Zeileis und Hothorn (2002) zu bedenken, dass
der obige, exakte Algorithmus fiir grofle Stichproben zu rechenintensiv ist, sodass in solchen

Fallen automatisch eine Normalapproximation vorgenommen wird.
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2.4 Box-Pierce- & Ljung-Box-Test (LB-Test)

Beim Box-Pierce-Test handelt es sich um einen von Box und Pierce (1970) entwickelten, para-
metrischen Test auf das Vorhandensein von Autokorrelationen bis zu einem vorher festgelegten
Lag H € N in einer Zeitreihe (x1,..,2x). Dazu werden die empirischen Autokorrelationen p(h)
mit b € {1, ..., H} herangezogen (s. Kap. 2.1). Typischerweise findet der Box-Pierce-Test Anwen-
dung, um die Residuen nach der Anpassung eines ARMA (p,q)-Prozesses (s. Kap. 2.2) an eine
Zeitreihe auf ihre Unabhéngigkeit zu iiberpriifen. So wiirde eine Ablehnung der Nullhypothese
dafiir sprechen, dass das vorgeschlagene Modell nicht die gesamte Struktur des Prozesses erfasst
und somit auf eine schlechte Anpassung hindeuten. Tests, die auf diese Weise die Anpassungsgiite
eines geschéitzten Modells {iberpriifen, werden auch als Portmanteau-Tests bezeichnet.

Die Teststatistik zur Uberpriifung der Nullhypothese, dass sich kein p(h) signifikant von 0

unterscheidet, ist gegeben durch:
H
Tpp =N Z Pi
h=1

Dabei wird gegen die Alternativhypothese getestet, dass es mindestens ein h € {1, ..., H} gibt,
fiir das dies nicht der Fall ist.

Box und Pierce (1970) konnten in ihrer wissenschaftlichen Arbeit zeigen, dass die Teststatistik
asymptotisch chiquadratverteilt mit H Freiheitsgeraden ist. Falls es sich um eine Anwendung
auf die Residuen eines ARMA (p,q)-Prozesses handelt, so weist die asymptotische Verteilung
lediglich (H - p - q) Freiheitsgerade auf. Um diese Asymptotik zu begriinden, nutzten Box und
Pierce (1970) die von Anderson (1942) gewonnene Erkenntnis, dass die empirischen Autokorre-
lationskoeffizienten asymptotisch normalverteilt sind und einen Erwartungswert von 0 und eine
Varianz von 1/v/N aufweisen. Anderson (1942) konnte dieses Resultat unter der Voraussetzung
beweisen, dass es sich bei (X1, ..., Xy) um unabhéngige identisch-verteilte Zufallsvariablen han-
delt. Als Summe quadrierter, standardnormalverteilter Zufallsvariablen ist die asymptotische
Verteilung von Tpp offensichtlich, wobei es sich bei N um einen Skalierungsfaktor handelt.

Allerdings gaben Davies et al. (1977) zu bedenken, dass der Box-Pierce-Test bei kleineren
Stichproben eine schlechte Approximation an die Chiquadratverteilung liefert. Insbesondere
neigt der Test in Situationen, in denen N im Verhiltnis zu H klein ist, dazu, konservativ auszu-
fallen, sodass die Nullhypothese deutlich zu selten verworfen wird. Davies et al. (1977) konnten
diese Probleme auf eine deutliche Unterschreitung des Erwartungswertes und der Varianz der
Teststatistik von den entsprechenden Werten der asymptotischen Verteilung zuriickfithren. Eine
Ursache dafiir sahen sie in Abweichungen von der Normalitéit der empirischen Autokorrelations-
koeffizienten. Dies fiihrte vor allem bei praktischen Anwendungen, in denen meist H > 15 zur
Erfassung diverser Abhéingigkeitsstrukturen gewihlt wird, zu Problemen.

Aus diesem Grund schlugen Ljung und Box (1978) die Verwendung einer bereits von Box und

Pierce (1970) erwahnten, modifizierten Version der Box-Pierce-Statistik vor, die in Folge dessen
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als Ljung-Box-Statistik bekannt wurde. Sie ist definiert als:

H

Trp=N(N+2))
h=1

A2
N —n

In Simulationsstudien konnten sie zeigen, dass diese Teststatistik, trotz der von Davies et al.
(1977) auch fiir diese Statistik gezeigten Abweichung der Momente von denen der asympto-
tischen Verteilung, eine betrichtlich bessere Approximation liefert als die herkémmliche Box-
Pierce-Statistik. Zumindest fiir groe Stichproben bestétigten Davies und Newbold (1979) die
verbesserte Anpassung der Ljung-Box-Statistik in einer Simulationsstudie.

Die kritischen Werte beider Teststatistiken konnen aus den Quantilen der entsprechenden Chi-
quadratverteilung abgeleitet werden. Die Nullhypothesen kénnen also zum Niveau « abgelehnt
werden, falls

Tpp bzw. T > Xg_p_g (1-a)>

wobei Xp_,_q (1—a) das (1 - a)-Quantil der Chiquadratverteilung mit (H - p - q) Freiheitsgraden
darstellt. In dieser Arbeit wird lediglich der Ljung-Box-Test aufgrund seiner iiberlegenen asym-
ptotischen Eigenschaften und der ansonsten groBen Ahnlichkeiten der Teststatistiken betrachtet.
Als Anzahl der zu betrachtenden Lags wurde in dieser Arbeit H = 15 gewéhlt.

In R kénnen der Box-Pierce- und der Ljung-Box-Test durch die Funktion box.test aus dem
stats-Paket, das zur Basisversion von R gehort, angewendet werden. Dabei kann der aus-
zufithrende Test iiber die Parametereinstellung type (,,Box-Pierce“ bzw. ,Ljung-Box*) spezi-
fiziert werden. Die Anzahl der zu betrachteten Lags H kann durch den Parameter lag geregelt
werden. Im Fall, dass die Anpassung eines ARMA (p,q)-Prozesses iiberpriift werden soll, kann

die Anzahl der zu korrigierenden Freiheitsgrade durch den Parameter df eingestellt werden.
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2.5 Runs-Test

Bei dem Runs-Test handelt es sich um ein von Wald und Wolfowitz (1940) entwickeltes, nicht-
parametrisches, statistisches Testverfahren zur Uberpriifung der Zufilligkeit (hier: Annahme
einer unabhéngigen, identischen Verteilung der Zufallsvariablen (Xi,..., Xy)) einer Zeitreihe
(1, ...,zn). Im Gegensatz zu vielen anderen Verfahren werden dabei nicht die Gréflen der ein-
zelnen Beobachtungen fiir die Uberpriifung der Unabhingigkeit herangezogen, sondern vielmehr
ihr sequenzielles Schema (Madansky, 1988, S.106 ff.).

Der Runs-Test eignet sich fiir jegliche Beobachtungen, die sich in dichotome Merkmale trans-
formieren lassen. Wird z. B. eine Zeitreihe mit quantitativen Auspridgungen betrachtet, kann
eine Dichotomisierung durch die Zentrierung der Beobachtungen mit einem Zentrierungspunkt
(z. B. dem Median oder dem arithmetischen Mittel) erreicht werden.

Beim herkémmlichen Runs-Test nach Wald und Wolfowitz (1940) wird zunéchst eine Zentrie-
rung der Beobachtungen (z1,...,2x) durch den empirischen Median x 7.4 vorgenommen. Eine
Voraussetzung dafiir ist, dass die Zufallsvariablen des zugrunde liegenden Prozesses denselben
theoretischen Median besitzen, das heiflt, es muss einen Wert ;.4 geben, sodass fiir jedes X,
mit n € {1,..., N} gilt:

P(X, < Tped) = % = P(Xp, > Tped)-

Eine hinreichende Bedingung dafiir wéire beispielsweise, dass die Zufallsvariablen eine identi-
sche Verteilung und damit dieselbe Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx, besitzen. Abhingig
davon, ob eine Beobachtung gréfier oder kleiner als x4 ist, wird sie im Folgenden dichotom
durch 1 oder 0 codiert.

Dazu wird die geordnete Sequenz (71, ...,2x) auf der Grundlage von den Beobachtungen
(1, ...,xN) Mit & = x; - Tpzeq fiir ¢ € {1, ..., N} berechnet. Im Anschluss werden alle z;, die den
Wert 0 annehmen, entfernt und basierend auf (27, ..., 237) mit M < N wird eine neue Sequenz

(u1, ...,upr) gebildet, wobei die u; fur j € {1,..., M} definiert werden als:

1, falls & >0

0, falls z; <0.

u]':

Bedingt auf die Anzahl der Einsen in dieser Sequenz, die im Folgenden mit n; bezeichnet
wird, gibt es (2{ ) mogliche Anordnungen, die unter der Unabhéngigkeitsannahme der Sequenz
alle mit derselben Wahrscheinlichkeit auftreten kénnen. Die Anzahl der Nullen in der Sequenz
wird im Folgenden mit ng = M - n; bezeichnet.

Das MaB, das zur Uberpriifung der Nullhypothese der Zufilligkeit der Beobachtungen her-
angezogen wird, ist die Anzahl der sogenannten ,Runs“ R. In einem Run werden dabei alle
benachbarte Beobachtung mit derselben Ausprigung zusammengefasst und die einzelnen Runs
werden durch Runs der jeweils anderen Auspriagung separiert. Auf diese Weise kann die Sequenz

(uq,...,ups) in Runs unterteilt werden und zu jeder méglichen Sequenzen lésst sich eine Anzahl
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von Runs R berechnen. Formal kann die Anzahl der Runs dieser Sequenz dann ermittelt werden
durch:

M
R=1+ Z ]l{uj,l 75 u]'}.
=2

Hier gilt es zu beachten, dass die obige Summe der Anzahl der Vorzeichenwechsel in der

Sequenz (uy, ..., ups) entspricht. Beispielsweise kommen in der Sequenz

$0UL 0 AL I0UL O L
. 2. 3 4 5 6. 1. 8

genau 8 Runs vor, wobei jeweils 4 Runs der Einsen und 4 Runs der Nullen vorhanden sind. Bei
Giiltigkeit der Nullhypothese wiirde man nicht zu viele Runs erwarten, da dies auf ein alter-
nierendes Verhalten und z. B. negative Korrelationen hindeuten wiirde. Andererseits sind aber
auch nicht zu wenige Runs zu erwarten, wie es im Fall von positiven Korrelationen der Fall wére.
Insgesamt umfasst die Alternativhypothese ein breites Spektrum von Abhéingigkeitsstrukturen,
die eine Abweichungen von der Zufilligkeit der Zeitreihe darstellen.

Die Stichprobenverteilung von R kann nach Wang (2003, S. 4 f.) durch einfache kombinato-
rische Uberlegungen ermittelt werden. Dabei gilt, dass im Fall, wenn die beobachtete Anzahl
von Runs, die im Folgenden mit r bezeichnet wird, gerade ist, genau /2 Runs von Einsen und
r/2 Runs von Nullen in der Sequenz vorkommen miissen. Weiter kann die Sequenz (uq, ..., ur)
entweder mit einer Eins oder einer Null beginnen. Beginnt sie mit einer Eins, so ist es fiir eine
gerade Anzahl von Runs notwendig, dass der letzte Eintrag der Sequenz eine Null ist. Um nun
eine Anzahl von /2 Runs der Einsen zu erhalten, miissen die n; Einsen jeweils durch Blocke
von Nullen in genau r/2 Gruppen unterteilt werden. Die Anzahl der Moglichkeiten, die (r/2 - 1)
Separatoren auf die (n; - 1) Rdume zwischen den Einsen zu verteilen, entspricht dabei genau
(77/12__11). Da nun noch beriicksichtigt werden muss, dass die einzelnen Runs der Einsen jeweils
nicht nur durch alleinstehende Nullen separiert werden koénnen, sondern umgekehrt die Ein-
sen als Separatoren zwischen Runs der Nullen betrachtet werden konnen, gibt es hier (73"‘/22111)
Moglichkeiten, die Einsen auf die (ng - 1) Zwischenrdume zwischen den Nullen zu verteilen.
Jede Anordnung der r/2 Runs von Einsen mit den /2 Runs der Nullen kann dabei miteinander
kombiniert werden. Die Anzahl der Moglichkeiten » Runs zu erhalten, die mit einer 1 beginnen,
entspricht demnach (rn/12:11) ([;22111)

Beginnt die Sequenz anderseits mit einer 0, so endet sie mit einer 1 und die Anzahl der
Maglichkeiten 7 Runs zu erhalten, entspricht mit fiquivalenten Uberlegungen wieder (731/12111) (731/22111)
Insgesamt ergibt sich also fiir die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Anzahl von Runs r in einer

Sequenz der Lénge M = nq + no mit n; Einsen vorzufinden genau:
M 2 ny1—1Y) (nz—1
P (R =7 Zuz = n1> = (r/21]3/[(r/21)
i=1 (nl)

Im Fall, dass r ungerade ist, kénnen #hnliche Uberlegungen angestellt werden. Beginnt die

betrachtete Sequenz mit einer 1, so muss sie diesmal auch mit einer 1 enden.
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Die Anzahl der Runs von Einsen entspricht demnach dann genau (r + 1)/2 wobei die restli-
chen (r - 1)/2 Runs von Nullen stammen. Die Anzahl der Moglichkeiten, die Nullblécke zwischen
den Runs der Einsen zu verteilen, entspricht dann genau ((rnjl_)lﬂ). Andererseits gibt es ((;1251/2)
Moglichkeiten, die Nullblocke durch die Einserblécke zu separieren, sodass es in diesem Fall
insgesamt ((:_11_)1/2) ((;‘_23_)}2) mogliche Sequenzen mit » Runs gibt. Beginnt und endet die Se-
quenz mit einer 0, so gibt es mit dquivalenten Uberlegungen genau ((:_1;)}2) ((:_2;)1/2) mogliche
Sequenzen.

Insgesamt ergibt sich also bei einer ungeraden Anzahl von Runs fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass bei n; Einsen genau r Runs auftreten:

(1) () + (1) (25)

M
P(R:HZUi:nl): -z T(M)T 2
i=1

ni

Im Fall, dass sowohl ny als auch ns grof8 sind, kann eine Approximation von R durch eine
Normalverteilung mit einem Mittelwert von ur = 2nine/M + 1 und mit einer Varianz von
0% = 2nina(2ning - M)/M?*(M - 1) vorgenommen werden (Wald und Wolfowitz, 1940). Dies
folgt mit der Konvergenz der Binomialverteilung gegen die Normalverteilung, wobei () definiert
ist als (2 - min{ny, no} + 1) und sich der entsprechende bedingte Erwartungswert und die Varianz

von R iiber die Summendarstellung berechnen lassen durch:

r M 7 Q M
E R|Zui:n1 :1+ZT-P<R:7“|ZW:TL1>
L =1 i ;

r=2 =1
r M 7 Q M 2 M
Var R|Zui:n1 :1—|—Z<’F—E R|Zui:n1> P<R:7“|Zui:n1>,
L =1 d r=2 i=1 i=1

falls n1 # no und sonst:

r M 1 M M
E R\Zui:m :ZT-P<RZT\Zui:n1>
L =1L i i=1
M 1 M M 2 M
Var R\Zui:m :Z<7’—E R|Zui:n1> ‘P<R:T|Zuizn1>.
L =1 _ i=1 =1

Dabei wird fiir den Fall, dass ni # no gilt, der entsprechende Summand fiir » = 1 aus der

Summe gezogen, da der dazugehorige Fall implizieren wiirde, dass entweder ny = 0 oder no =0
gilt. Die Wahrscheinlichkeit, dann nur einen Run zu erhalten, entspricht 1.
Die Nullhypothese der Zufélligkeit der Beobachtungen kann somit zu einem Signifikanzniveau
von « abgelehnt werden, falls gilt:
[R — pg|

> Rl—a/2:
OR
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Dabei handelt es sich bei 2;_, /5 um das (1 - a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung, fiir

das aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung gilt:
o
P(Z > z1_qp) = 3= P(Z < —z1_qp2),

wobei Z eine standardnormalverteile Zufallsvariable ist.

In R kann der Runs-Test mit der Funktion runs.test aus dem Paket tseries von Trapletti
und Hornik (2019) fiir eine dichotome Zeitreihe durchgefiihrt werden. Als Alternativhypothe-
sen konnen dabei einseitige Hypothesen (less oder greater) oder die zweiseitige Hypothese

(two.sided) iiber die Parametereinstellung alternative eingestellt werden.
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2.6 Turning-Point-Test (TP-Test)

Der Turning-Point-Test stellt einen Test auf die Zufilligkeit (also die Annahme einer un-
abhingigen identischen Verteilung) von Zufallsvariablen (X1, ..., X)) mit kontinuierlichen Aus-
prigungen dar und wurde erstmals von Bienaymé (1873) beschrieben. Kendall (1973) schlégt
den Test dabei als eine einfach zu berechnende Alternative zu statistischen Tests vor, die auf
den Autokovarianzen einer Zeitreihe beruhen (s. Kap. 2.3 u. 2.4).

Eine Voraussetzung fiir die Anwendung des Testes ist, dass zwei beliebige Beobachtungen der
Zufallsvariablen z; und x; P-fast sicher paarweise verschieden sind, das heifit, es muss gelten:
P(X; # X;) =1 fur alle i # j € {1, ..., N}. Diese Voraussetzung ist beispielsweise erfiillt, wenn
die Zufallsvariablen (X7, ..., X) eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung besitzen.

Die wesentliche Idee des Turning-Point-Tests besteht darin, die Anzahl der Maxima und
Minima T in einer Zeitreihe (x1,...,zx), die im Kontext dieses Tests als Turning-Points be-
zeichnet werden, als Teststatistik heranzuziehen. Ein Turning-Point liegt dabei zum Zeitpunkt
i € {2,..., N - 1} genau dann vor, wenn entweder z;_1 < z; und ;11 < z; oder aber x;_1 > x;
und z;+1 > x; gilt (Brockwell und Davis, 2010, S. 36 f.). Unter der Nullhypothese, dass es sich
bei (z1, ..., zx) um eine durch unabhéngige und identisch verteilte und kontinuierliche Zufallsva-
riablen erzeugte Zeitreihe handelt, kommt jede der 6 moglichen Anordnungen von 3 aufeinander
folgenden Beobachtungen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit vor, wobei 4 dieser Anordnungen
einem Turning-Point entsprechen (s. Abb. 2.1).

Die Tatsache, dass jede mogliche Anordnung gleich wahrscheinlich ist, kann durch die fol-
genden Uberlegungen nachvollzogen werden: 7, 7 und 73 seien dafiir beliebige Permutationen
von {1,2,3}. Handelt es sich bei (X7, X2, X3) um unabhéngige und identisch verteilte Zufalls-
variablen, dann folgt, dass (Xr,, Xr,, Xr,) ebenfalls unabhéingig und identisch verteilt sind und
damit insbesondere dieselbe Verteilung besitzen. Das bedeutet, dass fiir ein beliebiges Ereignis
A € ¥ die Beziehung;:

P((X13X27X3) € A) = P((vaXﬂzaXﬂ's) € A)

gelten muss. Wird A als eine beliebige Ordnungsstatistik definiert (z. B. die eines Minimums
oder Maximums), so folgt mit der Voraussetzung, dass 2 Zufallsvariablen nicht denselben Wert
annehmen konnen, dass alle Permutationen einer unabhéngigen und identisch verteilten Sequenz
von Zufallsvariablen gleich wahrscheinlich sind. Konkret betrégt diese Wahrscheinlichkeit in dem
hier betrachteten Fall 1/3!.

Mit obigen Uberlegungen zum Auftreten eines Turning-Points und der Definition der Zufalls-

variablen T; fiir 1 <i < N als:

T 1, falls zum Zeitpunkt ¢ ein Turning-Point vorliegt
i pr—
0 , sonst,
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Abbildung 2.1: Visualisierung der moglichen Anordnungen von drei aufeinanderfolgenden Beob-

achtungen mit Turning-Point (oben) und ohne (unten)

gilt beispielhaft fiir i = 2: E(Ty) = 4/3! = 2/3. Fiir den Erwartungswert der Anzahl der Turning-
Points T' = Ef\i 51 T; gilt deshalb:

N-1
E(T)=E (Z T) = (N -2)E(D») = 2(N3_2)
1=2

Die Varianz Var(T) lisst sich ebenfalls mit einigen Uberlegungen berechnen, wobei die Kor-
relation benachbarter Beobachtungen beriicksichtigt werden muss. Fiir den Fall, dass ¢ = j ist,
ergibt sich einfach E(T;T;) = E(T;).

Gilt wiederum |i - j| = 1, so gibt es genau 4! verschiedene Anordnungen von x;, z; und ihren
zwei benachbarten Beobachtungen. Damit sowohl T; = 1 als auch T = 1 gilt, muss die Sequenz
alternierend sein. Solche alternierenden Permutationen treten bei genau 10 der 4! mdoglichen
Anordnungen auf (s. Stanley, 2009). Somit ergibt sich hier E(T;T}) = % = %

Weiter ist der Fall zu betrachten, in dem |i - j| = 2 gilt. Hier gibt es 5! mogliche Anordnungen
von z; und z;, den zwei auflen liegenden, sowie der dazwischen liegenden Beobachtung. Damit
hier 7; = 1 und 7 = 1 sein konnen, muss es sich entweder wieder um eine alternierende
Permutation handeln, von denen es nach Stanley (2009) genau 32 gibt, oder die Beobachtung
zwischen den beiden betrachteten Beobachtungen ist kein Turning-Point. Dann existieren sowohl
fir den Fall, dass x; < wj41 < @; ist, als auch fiir den Fall, dass x; > xj41 > @; ist jeweils 11
weitere Moglichkeiten, in denen bei z; und x; ein Turning-Point auftritt.

Insgesamt gibt es also 54 Anordnungen, bei denen T; = T; = 1 gilt. Somit gilt in diesem Fall
letztendlich E(T;T}) = 2} = 5.

Im Fall, dass |i - j| > 2 ist, sind 7; und T} unkorreliert und es gilt E(T;T;) = E(T;)* =

Relll
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Mit diesen Erkenntnissen, ldsst sich die Varianz durch die Indikatorfunktionen berechnen als:

N N
Var[T] = Var | Y T;| => Var[T}] +2) _ Cov [T}, T}]
i=1 i=1 i<j
N
= (B[T}] - E[T)) +2)_ (BLT)] - E[T) E[T))
i=1 i<j
N-1
2 4 4
=3 (5-5) 2 (prm—g)
1=2 1<J
5 4 9 4
=(N-2)-—+2(N — — == 2(N —4 — — =
( ) g+ ><12 9>+( )<20 9)
16N —29
90
Nach Brockwell und Davis (2010, S. 37) ist die Anzahl der Turning-Points 7' approximativ
normalverteilt mit einem Erwartungswert von ur = 2(]\/3_2) und der Varianz a% = %.

Ist T' deutlich kleiner als pr, so deutet dies auf positive Korrelationen zwischen den Werten
hin. Falls T deutlich grofler ist, so ist dies ein Indiz fiir negative Korrelationen. Auf diese Weise

kann die Nullhypothese der Zufilligkeit der Zeitreihe zum Niveau « abgelehnt werden, falls

|T;T'uT| 2 Z1-a/2
gilt, wobei z1_, /o wie in Kapitel 2.5 definiert ist.

In R kann der Turning-Point-Test mit der Funktion turningpoint.test aus dem Paket spgs
von Hart und Martinez (2019) fiir einen numerischen Vektor oder eine univariate Zeitreihe

durchgefiihrt werden.
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2.7 Von-Neumann-Ratio-Rang-Test (VNRR-Test)

Der Von-Neumann-Ratio-Rang-Test stellt einen nichtparametrischen Test fiir die Zufélligkeit
einer numerischen Zeitreihe (x1, ..., xy) dar. Er basiert auf einer Rangversion der von von Neu-
mann (1941) eingefithrten Von-Neumann-Ratio (VNR). Sie ist definiert als:

VNE = S (@i —x)* /(N = 1)

Yty (2 —2)* /N

und beschreibt das Verhéltnis der mittleren quadrierten Differenzen aufeinanderfolgender Be-

obachtungen einer Zeitreihe zu ihrer Varianz. Dabei handelt es sich bei £ um das arithmetische
Mittel der Zeitreihe. Die Verteilung der VNR wurde von Hart und von Neumann (1942) unter
der Annahme, dass es sich bei (X1, ..., X) um einen GauBi-Prozess handelt, tabelliert. Da die
Approximation dieser Verteilung nach Bartels (1982) jedoch sehr anfillig fiir Abweichungen von
der Normalitdtsannahme ist, fithrte er eine rangbasierte und damit nichtparametrische Version
der VNR ein, die definiert ist als:

SV U (Rigr — Ry)?
Zi\il (Ri - R)2

Dabei entspricht R; dem Rang der i-ten Beobachtung und der Nenner dieser Statistik ist unter

TvNRR =

der Voraussetzung, dass keine Bindungen der Beobachtungen vorliegen, konstant. Beispielhaft

gilt mit R = % unter Verwendung von Summenformeln sowie der Vertauschbarkeit der Rénge

bei der Summierung;:

N N N 2
Ri—R)’ = i2—|—2<N+1> i+N<N+1>
_ N(N+1)2N+1) 2(N+1)N(N+1) N(N?+2N+1)
B 6 a 4 + 4
_AN?+6N?+2N  3(N*+2N?+N) N*-N
- 12 B 12 To12

Aus diesem Grund wird héufig lediglich der Zihler (TNM = Zf\i Il (Riy1 - R¢)2> als Test-
statistik herangezogen. Dieser kann Werte von (N - 1), falls die Ringe monoton fallend
bzw. wachsend sind, bis maximal $(N - 1)(N? + N - 3) annehmen, falls N gerade ist bzw.
$(N - 1)(N?+ N - 3) - 1, falls es sich bei N um eine ungerade Zahl handelt. Die Werte von der
VNRR bewegen sich dementsprechend asymptotisch zwischen 0 und 4, wie z. B. auch die der
Durbin-Watson Statistik (s. Kap. 2.3). Bartels (1982) konnte weiterhin zeigen, dass

TvNRR — 2
I(N —2)(5N2 —2N — 9)/BN(N + (N — 1)%)

asymptotisch standardnormalverteilt ist. Dafiir berechnete er die Momente der Verteilung in
Anlehnung an die von Young (1941) veroffentlichte wissenschaftliche Arbeit zur Bestimmung

von den Momenten der herkémmlichen VINR.
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In der Hoffnung, dass die Von-Neumann-Rang-Ratio als robustes Verfahren zur Erkennung
von Abhéngigkeiten mehr Anwendung in der Praxis finden wiirde, tabellierte Bartels (1982) ihre
kritischen Werte (fiir « = 0.005, 0.01, 0.025, 0.05, 0.01) fiir Stichprobenumféinge, in denen die
asymptotische Normalitéit noch nicht greift. In kleinen Stichproben (4 < N < 10) wurden dabei
die exakten Quantile anhand der gesamten Menge der Permutationen berechnet, fiir die jeweils
die Teststatistik T s berechnet wurde. Fiir Stichprobengréfien zwischen 10 und 100 wurde die
Verteilung der Teststatistik 11, yrgr durch die Verteilung einer Beta-Verteilung auf dem Intervall
0 < z < 4 mit der Dichtefunktion

flaipq) = a4 — g)a- 1 gpra-l

B(p,q)
mit

1
B(p,q) = / WY1 — )it du
0

approximiert. Da der Erwartungswert einer solchen Beta-Verteilung 4p/(p 4 ¢) und die Varianz
16pq/(p + q)*(p + g + 1) entspricht, fiihrt eine Anpassung an die Momente von Ty ygr zu einer
Wahl von p = ¢ = 5N(N + 1)(N - 1)2/(2(N - 2))(5N? - 2N - 9) - 3 (s. Bartels, 1982). Fiir
Stichprobenumfiange von N > 100 ist die Approximation der Normalverteilung hinreichend gut,
sodass die entsprechenden kritischen Werte aus deren Quantilen entnommen werden kénnen.

Bartels (1982) konnte zeigen, dass die Beta-Approximation eine sehr gute Anpassung an die
exakte Verteilung liefert. So betréigt der berechnete Fehler der Approximation zum exakten Wert
bei N = 10 maximal 0.001, wohingegen er bei der Normalverteilung bis zu 0.006 betrigt. Auch
ein Vergleich der exakten kritischen Werte fiir Stichprobenumfinge von N = 25 und N = 50,
mit den aus der Beta-Verteilung abgeleiteten Werten zeigte, dass sie in den meisten Féllen bis
auf 2 Nachkommastellen iibereinstimmten.

Im Fall, dass Bindungen in der Zeitreihe (x1,...,zy) auftreten, schligt Bartels (1982) vor,
gemittelte Rédnge zu vergeben. Dadurch wird zwar nicht die asymptotische Normalitéit beein-
flusst, wohl aber das Verhéltnis zwischen Zihler und Nenner der VNRR. So ist insbesondere der
Nenner der Teststatistik nicht mehr konstant. Aus diesem Grund sind die von Bartels (1982)
bestimmten Quantile nicht mehr korrekt, kénnen jedoch bei wenigen Bindungen trotzdem eine
gute Approximation der kritischen Bereiche liefern.

In R kann der VNRR-Test mithilfe der Funktion bartels.rank.test aus dem Paket randtests
von Caeiro und Mateus (2014) fiir einen numerischen Vektor von Beobachtungen durchgefiihrt
werden. Die Alternativen (two.sided, left.sided, right.sided) kénnen dabei iiber den Para-
meter alternative eingestellt werden. Die Art der Ermittlung der kritischen Werte kann {iber
den Parameter p.value eingestellt werden. Als Moglichkeiten stehen die Approximation durch
eine Normalverteilung (normal), eine Beta-Verteilung (beta) oder die exakten Werte (exakt)
zur Verfiigung. Aufgrund des Rechenaufwandes wird jedoch bei Stichprobengréfien > 10 von

einer Berechnung der exakten Werte abgeraten.
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2.8 Broock-Dechert-Schreinkman-Test (BDS-Test)

Beim Broock-Dechert-Schreinkman-Test handelt es sich um ein von Broock et al. (1996)
vorgestelltes, nichtparametrisches Testverfahren zur Aufdeckung linearer sowie nichtlinearer
Abhéngigkeiten in einer Zeitreihe (z1, ..., zx). Typischerweise dient es zur Analyse der Residuen
eines angepassten statistischen Modells und damit als Kriterium fiir dessen Anpassungsgiite. Der
Anwendungsbereich dhnelt damit z. B. dem des Durbin-Watson- (s. Kap. 2.3) und des Ljung-
Box-Tests (s. Kap. 2.4). Ein wesentlicher Vorteil gegeniiber anderen modelldiagnostischen Tests
besteht in der universellen Anwendbarkeit beim Vorliegen diverser Abhéngigkeitsstrukturen, die
mit vielen herkémmlichen Tests nicht erfasst werden konnen (s. z. B. Broock et al., 1993). Eine
Studie von Brooks (1999) bestétigte dabei zumindest fiir grole Stichproben die gute Trennschérfe
des Tests bei nichtlinearen Abhéngigkeitsstrukturen.

Die Teststatistik des BDS-Tests beruht auf dem sogenannten Korrelationsintegral. Fiir die
Definition dieses Integrals wird eine Familie unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvaria-
blen (X7, ..., Xn) mit zugehorigen Realisierungen (x1, ..., zx) betrachtet. Weiter sei I(x,y) fiir

x,1y, € € R eine Indikatorfunktion, die definiert ist als:

1 Lfalls jx —y| <e
I(2,y) =
0 , sonst.

Die Indikatorfunktion zeigt also an, ob die beiden Werte  und y weiter als € voneinander

entfernt liegen. Das Korrelationsintegral ist damit definiert als:

N—m+1 N—-m+1 m—1

(N = m+1 Z Z HI (g gy Teaj)-

t=s+1 ;=0

Cm,N( ) =

Mit seiner Hilfe wird also die Wahrscheinlichkeit geschitzt, dass 2 sogenannte m-Historien
(Tiy i1, s Tig(m—1)) Mit 7 € {1,...,; N - m + 1} einer Zeitreihe (21, ..., ) beziiglich ihrer Su-
premumsnorm nicht weiter als e auseinanderliegen. Der Parameter m wird dabei als Einbet-
tungsdimension bezeichnet und der Vorfaktor des Termes entspricht dem Inversen der Anzahl
der betrachteten m-Historien.

Die Grundidee des BDS-Tests im Fall m = 2 stellt dabei die Tatsache dar, dass unter der
Nullhypothese der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen (X7, ..., X) fiir die Erwartungswerte

E[I(Xy, Xs)] = P(I(X;, X5) =1) und
Blle(Xe, Xo)Ie(Xiy1, Xo1)] = P(Le(Xe, Xy) = 1, Ie(Xiq1, Xo1) = 1)

die Beziehung E[I(Xt, Xs)Ic(Xt41, Xs11)] = E[L(Xt, X;)]? fiir beliebige s # {t,(t + 1)} €
{1,...,N - 1} gilt. Fiir den Fall s = ¢ + 1 kann allerdings keine derartige Aussage getroffen
werden, da dafiir die Unabhéingigkeit der Zuwichse in der Zeitreihe gegeben sein miisste. Diese

Diskrepanz konnte ein Grund dafiir sein, dass die BDS-Statistik relativ langsam konvergiert,
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sodass typischerweise grofle Beobachtungsumfinge gewédhlt werden miissen, damit der BDS-
Test das angepeilte Signifikanzniveau einhalten kann. So wird der Anteil von 2 2-Historien mit
s =t + 1 mit wachsendem Stichprobenumfang immer geringer.

Heuristisch soll also die Wahrscheinlichkeit, dass 2 m-Historien einer Zeitreihe einen grofieren
Abstand als € zueinander aufweisen, nicht von ihrer Position in der Zeitreihe abhidngen. Mit
diesen Uberlegungen kann geschlussfolgert werden, dass unter der Unabhiingigkeit fiir das Kor-

relationsintegral zumindest anndherungsweise die Beziehung
Elemn(e)] = Elein(e)]™

gelten sollte (LeBaron, 1997). So gilt nach Caporale et al. (2004) fiir ein fixes € > 0 mit der
Wahrscheinlichkeit 1: ¢, n(€) — c1.n(€)™ fir N — oco. Weiter konnten Broock et al. (1996)
unter der Voraussetzung, dass der zugrunde liegende Prozess stationédr und absolut regulér ist,
zeigen, dass die Teststatistik

BDS(m, N,¢) = \/Ncm,N(E) - CTN(E)
Jm,N(E)

asymptotisch standardnormalverteilt ist.

Bei der absoluten Regularitéit handelt es sich um ein von Volkonskii und Rozanov (1959) vorge-
stelltes Konzept, das Abhéngigkeitsstrukturen in stationdren Prozessen beschreibt. Ein Problem
mit der stochastischen Unabhéngigkeit, die ein dhnliches Konzept beschreibt, ist, dass es sich
bei ihr um eine zu starke Figenschaft handelt, deren Annahme vor allem in realen Anwendungen
selten gerechtfertigt ist. Heuristisch gesehen stellt die absolute Regularitét also eine schwéchere
Eigenschaft als die stochastische Unabhéngigkeit dar, die es erlaubt, trotzdem theoretische Er-
kenntnisse iiber die Zeitreihe zu gewinnen und asymptotische Resultate zu erhalten (s. z. B.
Wendler, 2011, S. 17 ff.).

Fine Testentscheidung kann somit anhand der kritischen Werte dieser Verteilung geféllt wer-
den (s. z. B. Kap. 2.5). Die Varianz von ¢y, n(€) - ¢’y (€) kann dabei nach LeBaron (1997) und
Kim et al. (2003) konsistent geschétzt werden durch

m—1
0'7271’]\7(6) =4 km 4 ) Z km—jc2j + (m _ 1)262m o kaCQm—2 ’
j=1

wobei ¢ = E(c1,n(€e)) konsistent durch c; y(€) geschitzt werden kann. Die Konstante k kann

weiterhin geschitzt werden durch:

N

6 N N
k:N(E): N(N—l)(N—Z)Z Z Z bG(XthSaXT)a

i=1 s=t+1r=s+1

wobei gilt:
be(i,7,k) = 3 (Le(iyj)Le(g, k) + 1e(i, k) Ic(k, j) + 1c(4,4) 1 (3, k)) .
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Fiir die Wahl des Schwellenwertparameters € und der Einbettungsdimension m orientieren sich
viele Anwender an den von Broock et al. (1993) vorgeschlagenen Richtlinien (s. z. B. Kim et al.,
2003). Dabei legen sie nahe, den BDS-Test bei Stichprobenumfingen von N > 500 zu verwenden
und Einbettungsdimensionen 2 < m < 5 zu betrachten. Als Wahl fiir die Schwellenwertdistanz
€ wird die Hélfte der empirischen Standardabweichung der Beobachtungen vorgeschlagen.

In R kann der BDS-Test durch die Funktion bds.test aus dem Paket tseries von Trapletti
und Hornik (2019) fiir einen numerischen Datenvektor oder eine Zeitreihe angewendet werden.
Die Einbettungsdimension kann durch den Parameter m und die Schwellenwertdistanz durch den
Parameter eps eingestellt werden. Als default-Wert wird dabei m = 3 gew&hlt und eps wird
als verschiedene Vielfache (0.5, 1, 1.5 u. 2) der Standardabweichung der angegebenen Zeitreihe
gesetzt, wobei fiir jede Option ein p-Wert ausgegeben wird. In dieser Arbeit wird der Test mit

m = 3 und eps als die Hilfte der Standardabweichung durchgefiihrt.
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2.9 K-Vorzeichentiefetests (K-VZ-Tests)

Die K-Vorzeichentiefetests stellen eine Reihe von nichtparametrischen und robusten statistischen
Tests dar, die angewendet werden konnen, um die Residuen eines Modells auf Unabhingigkeit
zu iiberpriifen und gleichzeitig sicherzustellen, dass ihr theoretischer Median 0 entspricht. Sind
diese Eigenschaften erfiillt, so spricht dies fiir die Anpassungsgiite des aufgestellten Modells und
insbesondere fiir die korrekte Spezifikation des Modellparameters.

Erstmals wurde diese Art von Hypothesentests von Leckey et al. (2020) beschrieben. Sie stel-
len eine Generalisierung des herkémmlichen Vorzeichentests dar, mit dem dieselbe Hypothese
iiberpriift werden kann. Insbesondere kann gezeigt werden, dass der Vorzeichentest und der
K-VZ-Test mit K = 2 asymptotisch dquivalent sind. Leckey et al. (2020) haben in Simulati-
onsstudien zeigen konnen, dass die allgemeinen K-VZ-Tests mit K > 3 eine deutlich bessere
Trennschérfe bei Alternativen besitzen, in denen der herkdmmliche Vorzeichentests bei der Ab-
lehnung der Nullhypothese scheitert.

Fiir diese Tests wird typischerweise ein stochastisches Modell mit unbekanntem Modellpara-
meter § € © C RP, p € N der Form y,, = g(x,,0) + E,, mit n € {1,..., N} betrachtet. Dabei
handelt es sich bei y,...,yy um Beobachtungen, g(e,6) : R — R reprisentiert eine Regressi-
onsfunktion in Abhiingigkeit eines Regressorenvektors zf, und E,, bezeichnet additive Fehler.
Weitere Beispiele, in denen die Tests Anwendung finden kénnen, sind stochastische Prozesse wie
AR(p)-Prozesse, die iiber den Zusammenhang y, = ¢(yn—1, ..., Yn—p, 0) + E, modelliert werden

konnen. Dabei wird stets vorausgesetzt, dass die Fehler unabhéngig sind und die Voraussetzung
1
Py(E, >0) = 5= Py(E, <0) (2.1)

fir n € {1,..., N} erfiillen. Insbesondere bedeutet dies, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Fehler den Wert 0 annimmt, also P(E,, = 0), P-fast sicher 0 ist. Diese Voraussetzung wird z. B.
von stetigen Fehlerverteilungen mit einem Median von 0 erfiillt. Falls derartige Modelle vorliegen,
sind die aus ihnen resultierenden Residuen definiert als R, (0) = y,, - g(zn, ) oder im AR(p)-Fall
als Rp(0) = yn - 9(YUn—1, - Yn—p, 0). Handelt es sich bei # um den wahren Modellparameter, so
reduzieren sich die Residuen zu den oben erwihnten Fehlern und erfiillen somit ebenfalls die
Eigenschaft 2.1.

In dem Zusammenhang fillt auf, dass die K-VZ-Tests stark abhéingig von der Ordnung der
Residuen ist. Im Fall von Zeitreihen ist dabei eine natiirliche Ordnung vorgegeben. Auch im Fall
einer einfachen Regression mit lediglich einem Regressor stellt die kanonische Ordnung der Resi-
duen einen sinnvollen Ansatz dar. Schwieriger wird die Wahl einer solchen Ordnung im Fall einer
multiplen Regression. Im Detail wird diese Problemstellung von Horn und Miiller (2020) disku-
tiert. Auf der Grundlage von Simulationsstudien zeigte sich, dass der kiirzeste Hammiltonpfad

eine gute Wahl zur Ordnung der Residuen ist.
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Historie

Allgemein geht das Konzept der Datentiefe auf die von Tukey (1975) eingefiihrte Halbraumtiefe
zuriick, die von der Verallgemeinerung des Medians auf einen multivariaten Datensatz moti-
viert wurde. Dabei wird die Halbraumtiefe eines Parameters y € R¥ in einem k-dimensionalen
Datensatz als die minimale relative Anzahl derjenigen Punkte beschrieben, die in einem Halb-
raum liegen, der p enthélt. Der multivariate Median entspricht dabei den Datenpunkten mit der
maximalen Halbraumtiefe.

Ein alternatives Konzept der Datentiefe wurde spiter durch Liu (1990) mit der Simplextiefe
cingefiihrt, die fiir einen Parameter 1 € R¥ in einem k-dimensionalen Datensatz den relativen
Anteil der durch (k + 1) Datenpunkte aufgespannten Simplizes entspricht, die u enthalten.

Das Konzepte der Halbraumtiefe wurde dann von Rousseeuw und Hubert (1999) auf Re-
gressionen {iibertragen, wodurch die sogenannte Regressionstiefe eingefiihrt wurde. Sie wurde
als ausreiflerrobustes Maf fiir die Anpassungsgiite eines Modells zu einem Parametervektor 6
iiber das Konzept eines ,,Nonfits“ definiert. Im Kontext einer multiplen Regression (s. Kap. 2.2)
wird der Parametervektor 6 als Nonfit bezeichnet, falls eine affine Hyperebene V' im Raum der
Regressoren existiert, sodass V kein x; € RP enthélt. Weiterhin muss fiir alle x; in einem der
von V erzeugten Halbrdume r;(6) > 0 gelten und fiir alle z; im anderen Halbraum r;(6) < 0.
Dies ist genau dann der Fall, wenn es einen anderen Parameter 6 gibt, sodass fiir die aus ihm

resultierenden Residuen gilt:
r:(0)] < |r:(0)] Vi€ {l,..,N}

Die Regressionstiefe eines Parametervektors in Bezug auf einen Datensatz entspricht dann der
minimalen Anzahl an Beobachtungen, die entfernt werden muss, damit 6 zum Nonfit wird.

Analog kann neben der Erweiterung der Halbraumtiefe auf die Regression die von Liu (1990)
vorgestellte Simplextiefe verwendet werden. Dieses ebenfalls von Rousseeuw und Hubert (1999)
vorgestellte Konzept, das auch als Simplex-Regressionstiefe bezeichnet wird, eignet sich nach
Miiller (2005) fiir robuste Testverfahren an Modellparametern eines Regressionsmodells. Kustosz
et al. (2016b) konnten dabei zeigen, dass sich die Berechnung dieser Tiefe in vielen Féllen dahin-
gehend vereinfachen ldsst, dass lediglich diejenigen K-Tupel von geordneten Residuen gezéhlt
werden, bei denen alternierende Vorzeichen auftreten. Diese Erkenntnis motivierten Leckey et al.
(2020) dazu, die K-Vorzeichentiefe als die relative Anzahl der K-Tupel mit alternierenden Vor-

zeichen zu definieren, woraus im Endeffekt die K-VZ-Tests konstruiert wurden.

Teststatistik und Testentscheidung

Die K-Vorzeichentiefe eines Residuenvektors (r1(6),...,rn(0)) = (r1,...,7n), die in den folgen-
den Ausfithrungen mit dg (71, ...,7n) bezeichnet wird, entspricht dann der relativen Anzahl K-

elementiger Teilmengen mit alternierenden Vorzeichen innerhalb des Residuenvektors.
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Formal ist die K-Vorzeichentiefe fiir K > 2 definiert als:

i (71, ooy T) = (}V) 3 (ﬁ 1 {(_1)krm > 0} n ﬁ 1{(-1)¥r, < 0}) .
k=1

K) 1<ni<ng<..<ng <N \k=1
In Simulationsstudien von Kustosz et al. (2016a) wies die K-Vorzeichentiefe im Fall von mit
Ausreiflern kontaminierten Modellfehlern robustes Verhalten auf, sodass nahe liegt, dass es sich
bei ihr um eine ausreiflerrobuste Kenngrofie handelt. Im Hinblick auf die Tatsache, dass lediglich
die Vorzeichen der Residuen zu ihrer Berechnung herangezogen werden, ist diese Eigenschaft
auch heuristisch nachvollziehbar.
Die auf der K-Vorzeichentiefe basierende Teststatistik wird als Tk (6) bezeichnet und ist de-

finiert als:

1

K-1
Tr(0) := Tr(R1(6), ..., Rn(0)) := N <dK(R1(9), . Ry(0)) — <2> ) .

Die Form dieser Teststatistik erméglicht dabei die Berechnung ihrer asymptotischen Ver-
teilung, aus der ihre asymptotischen Quantile abgeleitet werden konnen. Bei einer korrekten
Spezifikation des Modells mit wahrem Parameter 6 ist davon auszugehen, dass die Residuen
unabhéngig sind und einen Median von 0 aufweisen. In der zweiseitigen Version des Tests soll
deshalb die Nullhypothese, dass der Parametervektor 6 zur Menge der dem ,,wahren“ Modell
zugrunde liegenden Parametervektoren ©¢ gehort und der Median von den aus der Modellan-
passung resultierenden Residuen (r1(0),...,7n(6)) genau 0 entspricht, verworfen werden, wenn
di(r1(0), ...,7n(0)) entweder zu grofl oder zu klein ist. Dabei deuten zu wenige Vorzeichenwechsel
typischerweise auf Abweichungen des Medians von 0 oder positive Korrelationen der Residuen
hin. Auf der anderen Seite signalisieren zu viele Vorzeichenwechsel negativ korrelierte Residuen,
konnen aber auch fiir eine gute Modellanpassung sprechen (s. Leckey et al., 2020).

Falls von der Unabhéngigkeit der Residuen ausgegangen wird, bietet sich deshalb — auch in
Abhéngigkeit von dem betrachteten Modell — die einseitige Version des Tests an, bei der die
Nullhypothese lediglich bei zu wenigen Vorzeichenwechseln verworfen wird. Um auf der anderen
Seite die Unabhéngigkeit der Residuen zu priifen, stellt die zweiseitige Version des Tests, die in
dieser Arbeit von zentralem Interesse ist, eine gute Wahl dar.

Bemerkenswerterweise konnten Leckey et al. (2020) in dem Zusammenhang zeigen, dass eine
Vereinfachung der zweiseitigen Version des Tests, bei dem lediglich aufeinanderfolgende Residuen
zur Berechnung der Tiefe herangezogen werden, dem Runs-Test nach Wald und Wolfowitz (1940)
entspricht (s. Kap. 2.5). So definierten Kustosz et al. (2016b) eine vereinfachte Version des K-
Vorzeichentiefe fiir K > 2 als:

1 N-K+1 / K
S ._ k
dic (15, TN) TN_K+1 Z <k1:[11{(_1) 7"n+l<:—1>0}

n=1
+ ﬁ (=1 rn < 0}) .
k=1
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Wird fiir diese Testgrofle der Parameter K = 2 gewéhlt, so reduziert sie sich dahingehend, dass
lediglich die relative Anzahl der Vorzeichenwechsel im Residualvektor — und damit die Anzahl
der Runs — gezéhlt wird. In dem Zusammenhang konnten sie auflerdem zeigen, dass es sich bei
der Verteilung dieser vereinfachten Vorzeichentiefe unter der Voraussetzung 2.1 asymptotisch
um eine Normalverteilung handelt und insbesondere gilt:

TR(0) :=vVN - K + 1 — N(0,1).

Nach Leckey et al. (2020) ist deshalb davon auszugehen, dass die herkdmmlichen Versionen der
K-VZ-Tests, die im Folgenden auch als vollsténdige Versionen bezeichnet werden, im Vergleich
mit einer derartigen Vereinfachung, bei der lediglich (N - K + 1) anstelle von (%) Teilmengen
betrachtet werden, eine deutlich gréflere Macht aufweisen sollten.

Fine Ablehnung der Nullhypothese findet bei der zweiseitigen Version des K-VZ-Tests genau

dann statt, wenn

sup Tk (0) < gojo oder  inf Tk (0) > qi_q/2
[US(SH 0€Bg

oder im Fall der vereinfachten Form des K-VZ-Tests

«986%)0 TZ(0) < Qo/2 oder eienefo TR(0) > Qi—a/2
gelten. Dabei entsprechen q,, /o und q;_q/2 dem (a/2)- bzw. dem (1 - a/2)-Quantil der Verteilung
von Tk () bzw. von T2 (6).

Wie in diesem Kapitel noch diskutiert wird, ist die asymptotische Verteilung von T (#) nicht
symmetrisch. Aus diesem Grund liegt es nahe, den Ablehnungsbereich des Tests alternativ anders
zu definieren, indem man ihn z. B. so wahlt, dass seine Linge maximal ist. Wird die einseitige
Version des Tests durchgefiihrt, so findet eine Ablehnung der Nullhypothese genau dann statt,

wenn:

sup Tk (0) < qq
[ASISH

gilt, wobei g, das a-Quantil der asymptotischen Verteilung von Tk () beschreibt. Welche Version
des Tests verwendet werden sollte, hiingt dabei mit oben ausgefithrten Uberlegungen und dem
konkreten Anwendungsgebiet zusammen.

Fiir kleine Stichprobenumfiinge kann die exakte Stichprobenverteilung der K-Vorzeichentiefe
fiir jedes K ermittelt werden. Dies ist moglich, da die Annahme 2.1 garantiert, dass die Ver-
teilung der Vorzeichentiefe invariant gegeniiber der Verteilung der Fehler ist. Dazu werden alle
2V Moglichkeiten eines bindren Vektors mit Ausprigungen -1 und +1 betrachtet, die mit den
Vorzeichen der Residuen identifiziert werden kénnen und fiir jeden dieser Vektoren wird die
entsprechende K-Vorzeichentiefe berechnet. Aus diesen Werten konnen dann die exakten Ver-

teilungen sowie die entsprechenden kritischen Werte der K-Vorzeichentiefen abgeleitet werden.
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Fiir groflere N ist dieses Vorgehen aufgrund des immensen benéttigten Zeitaufwandes allerdings
duflerst impraktikabel.

Nachdem Kustosz et al. (2016a) einen Grenzwertsatz fiir die Teststatistik 73(6) beweisen konn-
ten, gelang es Malcherczyk et al. (2020) dieses Resultat fiir K > 3 zu erweitern und zu verallge-
meinern. Dadurch wurde es moglich, einen Algorithmus zur Ermittlung der K-Vorzeichentiefe
in linearer Laufzeit anzuwenden, was eine bemerkenswerte Verbesserung im Vergleich zu einer
naiven Laufzeit von N¥ darstellt. In dem Zusammenhang ist zu bemerken, dass dabei eigentlich
eine asymptotisch dquivalente Version der K-Vorzeichentiefe verwendet wird. Simulationsstudi-
en zeigten jedoch, dass die Unterschiede zwischen den beiden Versionen vernachléssigbar klein

sind.

Blockimplementation

Einen anderen Ansatz, um die Berechnungszeit der K-Vorzeichentiefe im Fall von wenigen Vor-
zeichenwechseln drastisch zu verkiirzen und das Versténdnis der Vorzeichentiefe zu vertiefen,
stellt nach Leckey et al. (2020) die sogenannte Blockimplementation dar. Dazu wird ein Vektor
der Residuen r = (71, ...,7n) betrachtet und in eine Menge von Blocken zerlegt, wobei ein neuer
Block genau dann beginnt, wenn sich ein Vorzeichenwechsel im Residualvektor ereignet. Die
Funktion ¢ (z) wird dabei als Vorzeichen einer reellen Zahl x definiert, also ¥ (x) = 1{x > 0}
- 1{z < 0}. Im Folgenden wird die Anzahl der Blocke B(r) mit zugehdrigen Startpositionen

s1(r), .-, 8p(r)(r) betrachtet und formal definiert als:

N
B(r) =1+ H{t(ro1) # $(ra)}

n=2

sp(r) :=min{l > sp_1(r); ¥(r;) #¥(r—1)}, b=2,...,B(r),

wobei fiir die Startposition des ersten Blockes als s1(r) := 1 definiert wird. Der Vollstandigkeit
halber wird noch sp(;y41 als (N +1) gesetzt. Des Weiteren wird die Gréfe des Blocks b definiert

als:
qp(r) := spr1(r) — sp(r), b=1,...,B(r).

Beispielsweise enthélt der Vorzeichenvektor

T:(+7+7+7_7_7 + 7_7_a+7+7 - )

genau B(r) = 6 Blocke mit Startpositionen 1, 4, 6, 7, 9 und 11 sowie die zugehorigen Blockgrofien
q1(r) =3, q2(r) =2, g3(r) = 1, qu(r) = 2, g5(r) = 2 und gg(r) = 1.

Im Folgenden wird das n-te Residuum als dem j-ten Block mit j € {1,..., B(r)} zugehorig
bezeichnet, falls s;(r) < n < sj11(r) gilt. Weiterhin wird das Vorzeichen eines Blockes j als das

Vorzeichen der in ihm enthaltenen Residuen verstanden. So werden die Blocke j; < ... < ji als
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alternierend bezeichnet, falls die Vorzeichen der Residuen in den entsprechenden Blocken alter-
nieren. Insbesondere konnen zwei Blocke j; und ji mit i,k € {1,..., B(r)} lediglich alternieren,
falls ¢ und k unterschiedliche Paritdten besitzen, also ¢ gerade und k ungerade ist oder umgekehrt.
Somit alternieren die Blocke j; < ... < ji genau dann, wenn j;41 - j; fiir allei € {1,...,(k - 1)}
ungerade ist.

Die Aufteilung des Residuenvektors in Blocke erleichtert dabei die Identifikation der in ihm ent-
haltenen K-Tupel mit alternierenden Vorzeichen. So alternieren die Vorzeichen eines K-Tupels
(Tnyy ooy Ty ) mit 1 < mp < ... < ng < N genau dann, wenn die Residuen zu alternierenden
Blocken j; < ... < jg gehoren. Mit dieser Erkenntnis kann eine alternative Repréisentation der

K-Vorzeichentiefe des Residuenvektors r mit Hilfe der Menge der alternierenden Blocke
Ak By = {01, i) € {1, ooy B(r)Y 4y, — dg_q ist ungerade fiir k = 2, ..., K'}

durch
1 K
dg(r1, .., TN) = dK,N,B(r)(Ql(T)a ~-,QB(r)(7’)) = TN Z H qiy,
(K) (#1500 K )EAK, B(r) B=1
definiert werden, wobei ¢;, die Anzahl der Residuen im Block 4; beschreibt. Auf diese Weise
kann die Rechenkomplexitét erheblich verringert werden und nach Leckey et al. (2020) ist sogar
noch eine weitere Reduktion durch das Speichern bereits berechneter Terme moglich. So kann

die Berechnung der Tiefe linear in N + B(r) durchgefiihrt werden.

Eigenschaften

Im Folgenden sollen die Eigenschaften der K-Vorzeichentiefe und der Teststatistik Tk () in
Anlehnung an Leckey et al. (2020) genauer beschrieben werden. Zunichst wird dabei auf die
Asymptotik der K-Vorzeichentiefe eingegangen. Falls es sich bei Ri(0) = Ry,...,Ry(0) = Ry
um unabhéngige Zufallsvariablen handelt, die Voraussetzung 2.1 erfiillen, so gilt fiir den Erwar-

tungswert der K-Vorzeichentiefe:

Eg [dx(R1,...,7N)]

= By (1N) 3 (H 1{(~1) R, > 0} + ﬁ 1{(~1)Rn, < o})

K/ 1<nj<no<..<ng <N

B T
B RO T

k=1 k=1 k=1

:< )K_l.

N
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Die Konvergenz der K-Vorzeichentiefe gegen ihren Erwartungswert kann mithilfe einer alter-
nativen Représentation durch das folgende Lemma nachvollzogen werden, wobei i(j) statt i;
geschrieben wird, um dreifache Indizes zu vermeiden:

Lemma 1. Seien E,,, ..., E,, Zufallsvariablen mit P(E,, # 0) fir i € {1,..., K} mit einem
K € N\ {1}, dann gilt:

T 9K-1 Z H(—l)i(‘j)%ﬁ (Bni(j))»  Po-fast sicher.

L=1 1<i(1)<..<i(2L)<K j=1

Damit konnten Leckey et al. (2020) zeigen, dass die Varianz der ganzen Vorzeichentiefe fiir
N — oo gegen 0 konvergiert, sodass folgendes Theorem fiir den Grenzwert der K-Vorzeichentiefe

bewiesen werden kann:

Theorem 1. Falls R1(0), ..., Rn(6) Voraussetzung 2.1 erfillen, so gilt fir K > 2:

K-1
Ak (B1(0), .. Rn(0)) — (;)

Py-fast sicher fiir N — oo.

Weiter ist von Interesse, den Wert der K-Vorzeichentiefe in Extremfillen zu betrachten, in
denen sie Werte nahe ihres Maximums bzw. Minimums annimmt. Wie bereits erwahnt, deutet
der Fall, dass die Residuen 7y, ..., 7y alternierende Vorzeichen besitzen, also 1 (r,) = - ¥(rp+1)
fiir jedes n € {1,...,N - 1} gilt, auf eine gute Anpassung des Modells mit Modellparameter 6
an die Daten hin. Beim zweiseitigen Test indizieren sie aber gleichermaflen eine starke negative
Korrelation und die K-Vorzeichentiefe nimmt Leckey et al. (2020) zufolge in diesem Fall vermut-
lich ihr Maximum an. Um den Wert der Teststatistik in dieser Situation zu ermitteln, konnten
Leckey et al. (2020) unter der Konvention, dass (Z) = 0 fiir n < k gilt, folgendes Theorem
beweisen:

Theorem 2. Handelt es sich bei r1,...,rn um Residuen mit alternierenden Vorzeichen, so gilt
fir2 < K < N:

d(rer) — é) ((L(N +KK)/2J> . <(<N+f;— 2)/21)) |

Daraus ldsst sich schlussfolgern, dass die K-Vorzeichentiefe im Fall von alternierenden Vor-
zeichen fir N — oo gegen ihren Erwartungswert (1/2)%~! konvergiert. Leckey et al. (2020)
verallgemeinerten diese Erkenntnis fiir Fille, in denen die Residuen in Blocken der Groéfle M
alternieren, wobei N ein Vielfaches von M ist. Mit den Uberlegungen zur Blockimplementie-
rung ist dies genau dann der Fall, wenn g;(rq,...,rn) = M fiir alle j = 1,..., B(r) gilt. In dem

Zusammenhang konnten sie folgendes Lemma beweisen:



33

Lemma 2. Seien M, N € N mit B= N/M € N und bezeichne (x); = H;-Jz_ol(x—j) firz,J eN
und x > J. Falls r1,...,7n in Blocken der Grofie M alternieren und B > K erfillt ist, so gilt:

B+rk—2

< +2 >K—1 ) N
BE-1 (N)
2 B+K—1 NK

= < BQK >K . N falls K+B ungerade 1ist.

(1) dg(ri,...,ry) = falls K+B gerade ist

(i) di (r1,...,7N)

Diese Erkenntnisse ermoglichten es schliellich, den asymptotisch maximalen Grenzwert der

Teststatistik zu ermitteln. Er ist durch folgendes Theorem gegeben:

Theorem 3. Falls die Residuen ri,...,7N in Blicken der Griffe M fir ein festes M € N

alternieren, so gilt:
K—1
. 1 K(K-1)
]\}LI}I;ON <dK(T17 ...,'I”N) — <2> ) = 27[{

Daraus ergibt sich, dass der maximale Wert, den die Teststatistik Tk (f) annehmen kann,
asymptotisch (K(K - 1))/2K betrigt. Der zweiseitige K-VZ-Test wiirde in Situationen, in de-
nen die Residuen in Blécken der Grofle M alternieren, die Hypothese ihrer Unabhéingigkeit fiir
hinreichend grofles N also stets verwerfen.

Thren minimalen Wert von 0 erreicht die Vorzeichentiefe genau dann, wenn es keine K-Tupel
der Residuen gibt, die alternierende Vorzeichen besitzen. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Anzahl der Blocke B(r) kleiner ist als das gewéhlte K > 2. Unter diesen Bedingungen verwerfen
sowohl die einseitige, als auch die zweiseitige Version des K-VZ-Tests, sofern N grofl genug ist,
damit eine Verwerfung zum vorgegebenen Niveau a moglich ist. Fiir die Teststatistik bedeutet
dies, dass sie einen Wert von -N/25~1 annimmt, der fir N — oo divergiert. Kustosz et al.
(2016b) fanden in diesem Zusammenhang heraus, dass, falls es sich bei einem p-dimensionalen
Parameter um einen Nonfit handelt, die daraus resultierenden Residuen typischerweise hichstens
(p - 1) Vorzeichenwechsel aufweisen. Aus diesem Grund empfiehlt es sich, die K-Vorzeichentiefe
mit K = p+ 1 zu wihlen, obwohl auch kleinere Ks zu guten Trennschérfen fithren kénnen.

Insgesamt bedeuten diese Erkenntnisse, dass die asymptotische Verteilung der Statistik Tk (6)
zwar nach oben beschrankt, aber nach unten unbeschriankt ist, sodass es sich insbesondere um
eine asymmetrische Verteilung handelt (Leckey et al., 2020).

In R kann die K-Vorzeichentiefe mithilfe der Funktion calcDepth aus dem Paket GSignTest,
das von Horn (2020) implementiert wurde, berechnet werden. Dabei kann der Parameter K
iiber die gleichnamige Parametereinstellung bestimmt werden und fiir die Berechnung in linea-
rer Laufzeit nach Malcherczyk et al. (2020) kann die Parametereinstellung 1inear=TRUE gesetzt
werden. Eine Durchfiihrung des K-VZ-Tests ist dann moglich, indem die entsprechenden kriti-
schen Werte aus demselben Paket durch die Funktion qdepth in Abhéngigkeit vom Parameter
K und dem Stichprobenumfang N ermittelt werden.



3 Statistische Auswertung

Im Folgenden werden die Ergebnisse der statistischen Auswertung vorgestellt. Simtliche Simula-
tionen, Berechnungen und grafische Darstellungen wurden mithilfe der Software R in der Version
3.6.2 (R Core Team, 2019) und den in dieser Arbeit aufgefiihrten Paketen durchgefiihrt.

3.1 AR(1)-Prozesse

In diesem Abschnitt werden die im Kapitel 2 beschriebenen Testverfahren auf simulierte Zeitrei-
hen (z1,...,zny) mit N € N angewendet, die einem stationfiren, autoregressiven Prozess 1. Ord-
nung (AR(1)-Prozess) folgen (s. Kap. 2.2). Es gilt dabei, dass ein AR(1)-Prozess genau dann
stationér ist, wenn der autoregressive Parameter p; betragsméfig kleiner als 1 ist, also wenn
lp1] < 1 erfiillt ist (Shumway und Stoffer, 2017, S. 77 f.). Im Fall, dass |p1| grofler als 1 ist,
spricht man von einem explosiven Prozess. Gilt p; > 1, so streben die Werte der Beobachtungen
des Prozesses systematisch fiir N — oo gegen -co oder oo, abhéngig davon, welche Paritiat die
Zeitreihe in dem Moment der Explosion besitzt. Ist p; hingegen kleiner als -1, so alternieren die
Werte und streben ebenfalls gegen oo bzw. -co. Solche explosiven Prozesse kommen z. B. bei
der Modellierung von Umsétzen bei Preisblasen oder dem Wachstum von Rissen zum Einsatz.
Fiir [p1| = 1 nennt man den entsprechenden Prozess eine Irrfahrt oder einen Random Walk,
wobei solche Prozesse hauptsédchlich bei der Beschreibung von Wertpapierpreisen oder Aktien-
kursen zur Anwendung kommen. Diese Art von Prozessen werden im aktuellen Kapitel aber
nicht betrachtet.

Fiir die einzelnen Beobachtungen der simulierten Zeitreihen wird im Folgenden der Zusam-
menhang

Tt = B+ P12¢—1 + W, ‘Pl‘ <1, wp~ WN(07012/VN)

fir t € {2,..., N} angenommen. Der Parameter p, der als das Niveau der Zeitreihe aufgefasst
werden kann, ist dabei nicht von Interesse, da sémtliche betrachtete Teststatistiken den Effekt
einer Konstanten eliminieren. So werden die empirischen Autokorrelationskoeffizienten mithilfe
der empirischen Kovarianz berechnet, die nicht von dem Parameter p abhéngt, sodass sein
Wert fiir den Durbin-Watson-Test (DW-Test) (s. Kap. 2.3) sowie fiir den Ljung-Box-Test (LB-
Test) (s. Kap. 2.4) keine Rolle spielt. Auch der Runs-Test (s. Kap. 2.5), der Turning-Point-
Test (TP-Test) (s. Kap. 2.6), und der Von-Neumann-Ratio-Rang-Test (VNRR-Test) (s. Kap.
2.7) basieren lediglich auf dem sequenziellen Schema der Beobachtungen, das nicht von dem
Niveau der Zeitreihe abhéngt. Dies wird beim VNRR-Test durch die Rangbildung und beim

34
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Runs-Test durch die Zentrierung mit dem empirischen Median erreicht. Beim TP-Test sind
lediglich die Differenzen aufeinanderfolgender Beobachtungen von Interesse, die ebenfalls nicht
von 4 beeinflusst werden. Auch der Broock-Dechert-Schreinkman-Test (BDS-Test) (s. Kap. 2.8)
basiert auf den Absténden zwischen Beobachtungen, auf die sich eine Konstante nicht auswirkt.
Im Hinblick auf die K-Vorzeichentiefetests (K-VZ-Tests) (s. Kap. 2.9) muss zusétzlich bedacht
werden, dass die Uberpriifung der Nullhypothese stets auch ein Test dafiir ist, ob der empirische
Median der Daten 0 entspricht. Fiir ein p # 0 ist diese Voraussetzung in jedem Fall nicht
erfiillt, sodass es sinnvoll erscheint, derartige Zeitreihen von vornherein nicht zu betrachten.
Eine alternative Vorgehensweise wire es z. B., eine Zentrierung der Daten durch den empirischen
Median — wie es beim Runs-Test getan wird — vorzunehmen, wodurch zumindest der empirische
Median in der Zeitreihe 0 entsprechen wiirde. Zunéchst werden in diesem Kapitel aber lediglich
Prozesse der obigen Form mit g = 0 betrachtet.

Die Simulationen der oben beschriebenen Zeitreihen wurden mithilfe der Funktion arima.sim
aus dem R-Paket stats, das zur Basisversion der Software gehort, durchgefiithrt. Die Innova-
tionen w; wurden hier aus einer Standardnormalverteilung gezogen, sodass fiir J%V N = 1 gilt.
Um den Einfluss des Startwertes der Zeitreihe zu minimieren, wurde auflerdem die Halfte des
zu betrachtenden Beobachtungsumfangs N am Anfang der Zeitreihe zusétzlich simuliert und
nachtréglich entfernt. Dieses Vorgehen wird auch als ,,Burn-In-Phase“ bezeichnet und ist fiir
zuverldssige Simulationsstudien im Kontext von Zeitreihen unerlésslich.

Die Unabhéngigkeit und die Zufilligkeit in der vorliegenden Zeitreihe ist dabei genau dann
gegeben, wenn p; = 0 gilt. So kann fiir die K-VZ-Tests die Hypothese der Unabhéngigkeit durch
Hy: 0y = (p,p1)" € ©g = {(0,0)} iiberpriift werden. Als Alternativen werden hier Werte von
p1 auf einem Gitter von -0.99 — 0.99 mit einer Feinheit von 0.01 betrachtet. Es gilt zu be-
merken, dass in dieser Arbeit lediglich mit den asymptotischen Quantilen der Verteilung der
Vorzeichentiefe gearbeitet wird. Es handelt sich bei den dargestellten Ergebnissen also um die
der asymptotischen Version des Tests. Die Trennschéfte der verschiedenen Testverfahren zum
Niveau a = 0.05 wurde dabei durch 100 wiederholte Simulationen fiir jeden der Gitterpunkte
durch die relative Ablehnungsrate jedes Tests an denselben Zeitreihen empirisch ermittelt. An-
schliefend wurden diese Ablehnungsraten mithilfe der Funktion levelplot von Sarkar (2008)
aufbereitet und farblich dargestellt. Die zu der konkreten Ablehnungsrate gehorige Farbe kann
dabei der zusétzlich dargestellten Farblegende entnommen werden. Um beurteilen zu kénnen, ob
die jeweiligen Tests das angepeilte Testniveau unter der Unabhéngigkeit einhalten, ist in den Ab-
bildungen zur Trennschérfe fiir den Bereich mit Ablehnungsraten von < 0.05 die Farbe schwarz
gewahlt worden. Die weiteren farblichen Abstufungen ereignen sich dann ebenfalls in Schritten
von 0.05. Fiir die grafische Darstellung wurden auflerdem die Pakete magicaxis von Robotham
(2019), latex2exp von Meschiari (2015) sowie viridis von Garnier (2018) verwendet. Die re-
lativ kleine Wiederholungszahl in dieser Simulationsstudie ist dabei der geringen zur Verfiigung

stehenden Rechenkapazitit geschuldet. Allerdings zeigten diverse Vergleiche von unterschiedli-



36

chen Einstellungen beziiglich der Wiederholungszahl und Gitterfeinheit, dass die wesentlichen
Systematiken zu den Trennschérfen auch bei einem Beobachtungsumfang von N = 100 hinrei-
chend gut erkennbar sind. Jedoch sollte bedacht werden, dass eine leichte Uberschreitung der
gewiinschten Ablehnungsrate kein eindeutiger Indikator fiir eine generelle Schwiche der Test-
verfahren beziiglich der Einhaltung des angepeilten Signifikanzniveaus ist.

Die Resultate einer ersten Simulation unter Normalbedingungen sind dabei fiir Stichproben-
umfinge von N = 20, 50, 100 und 500 in Abbildung 3.1 dargestellt.

Die Ergebnisse zeigen, dass alle Verfahren — bis auf den BDS-Test — in der Lage sind, das
Niveau bereits bei einem Stichprobenumfang von N = 20 einzuhalten. Vor allem fiir die asym-
ptotischen Tests ist diese Erkenntnis von grofier Bedeutung.

Die K-VZ-Tests haben unter den hier betrachteten Alternativen im Vergleich zu allen an-
deren Testverfahren deutlich mehr Schwierigkeiten, Abweichungen von der Nullhypothese zu
erkennen. Allgemein scheinen hier auflerdem Tests mit groflerem K bessere Ergebnisse zu lie-
fern. Wahrend die Unterschiede bei einem Stichprobenumfang von N = 20 im Vergleich zu den
anderen Verfahren noch nicht gravierend zu sein scheinen, gewinnen die K-VZ-Tests bei stei-
gender Beobachtungszahl im Gegensatz zu den anderen Verfahren kaum an Trennschérfe dazu.
Selbst bei N = 500 gelingt es ihnen lediglich bei extremen positiven Korrelationen mit p; > 0.8,
die Nullhypothese in mehr als 95 % der Fille korrekterweise zu verwerfen. Im Fall von negativen
Korrelationen scheint lediglich der 5-VZ-Test eine Ablehnung der Nullhypothese bei Stichprobe-
numfingen von N > 100 und einem p; < -0.9 zuverldssig zu erreichen. Damit weisen die Tests
eine asymmetrische Giite auf und kénnen positive Korrelationen leichter erkennen als negative.

Unter Normalbedingungen schneiden der DW-Test und der VNRR-Test am besten ab, da
sie mit wachsendem Stichprobenumfang deutlich an Trennschérfe gewinnen und fiir eine Beob-
achtungszahl von N = 500 bereits gering ausgeprigte positive und negative Korrelationen mit
p1 € [ -0.15, 0.15] sicher erkennen. Der DW-Test hat dabei eine leicht bessere Trennschérfe.

Der LB-Test, der TP-Test sowie der Runs-Test liegen in diesem Szenario im Mittelfeld und
weisen weniger Trennschérfe auf als die zuvor genannten Tests. Sie profitieren jedoch ebenso
deutlich von einem wachsenden Stichprobenumfang. Der TP-Test scheint eine leicht asymme-
trische Trennschérfe aufzuweisen und mehr Schwierigkeiten damit zu haben, die Nullhypothese
bei positiven Korrelationen zu verwerfen. Fiir einen Stichprobenumfang von N = 500 kénnen
diese Verfahren die Nullhypothese bereits bei moderaten Korrelationen von p; ¢ [ -0.2, 0.2]
zuverldssig ablehnen, wobei der Runs-Test allgemein etwas besser abschneidet als die beiden
anderen Testverfahren. Dabei scheint der LB-Test dem TP-Test noch etwas iiberlegen zu sein.

Beim BDS-Tests fillt vor allem auf, dass er grofle Stichprobenumféinge benétigt, um brauch-
bare Ergebnisse zu liefern. So scheint der Wert von p; bei einer Beobachtungszahl von N = 20
keine Rolle zu spielen, sodass die Ablehnungsrate auf dem gesamten Spektrum zufillig erscheint.
Auch bei Stichprobenumfingen von N < 100 gelingt es dem Test nicht, das Niveau des Tests

von a = 5 % unter der Unabhingigkeit der Zeitreihe bei p; = 0 einzuhalten. Erst ab einer grofien
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Beobachtungszahl von N = 500 sind die Ergebnisse hinreichend gut und die Trennschérfe des
Tests ist etwas besser als die des TP-Tests. Anhand dieser Erkenntnis kann die Wahl des in
Kapitel 2.8 vorgeschlagenen Stichprobenumfangs von N > 500 nachvollzogen werden, da der
Test in kleineren Stichproben offenbar deutliche Probleme bei der Einhaltung des angepeilten
Signifikanzniveaus hat.

Ein Blick auf das Korrelogramm (s. Kap. 2.1) einer zufilligen Zeitreihe mit p; = 0.7 und einem
Stichprobenumfang von N = 100 verdeutlicht, warum die Tests auf Grundlage der empirischen
Autokorrelationskoeffizienten bei einer solchen Alternative so erfolgreich bei der Ablehnung der
Nullhypothese sind (s. Abb. 3.2). So iiberschreiten hier sowohl p; als auch g2 und p3 deutlich den
kritischen Wert, der unter Annahme ihrer Normalverteilung und unter der Unabhéngigkeit zu
erwarten ware. Er wird in der Grafik durch die blauen, gestrichelten Linien gekennzeichnet. Das
zu erkennende abklingende Verhalten der empirischen Autokorrelationskoeffizienten ist typisch
fiir autoregressive Prozesse und hiangt damit zusammen, dass sich die Abhingigkeitsstrukturen
zwischen den einzelnen Beobachtungen fortpflanzen. So sind beispielsweise x; und x;_o fiir t €
{3, ..., N} iiber x;_; indirekt voneinander abhéngig, obwohl x;_s nicht direkt in die Berechnung

von z; einfliet. Mathematisch kann dies durch sukzessives Einsetzen nachvollzogen werden:
T = p1Ti—1 + wr = p1(p1Ti—2 + we—1) +wp = P%xt—Q + w + prwg—1.

Dabei klingen die Werte der empirischen Autokorrelationskoeffizienten exponentiell und damit

fiir weiter auseinander liegende Beobachtungen umso schneller ab, je kleiner p; ist.

1.0

0.8
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-0.2 0.0 0.2
|

Lag

Abbildung 3.2: Korrelogramm eines AR(1)-Prozesses mit p; = 0.7 und N = 100 Beobachtungen,

mit kritischen Werten (blaue Linien)
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Die Tatsache, dass der DW-Test bessere Ergebnisse liefert als der LB-Test, ldsst sich damit
begriinden, dass die Teststatistik des DW-Test lediglich auf p; basiert und somit genau auf den
hier betrachteten Fall ausgelegt ist. Der LB-Test zieht mit den vorgenommenen Einstellungen
aber die ersten 15 empirischen Autokorrelationskoeffizienten mit in die Berechnung der Test-
statistik ein und umfasst somit eine breitere Alternative von Abhéangigkeitsstrukturen. Von den
betrachteten Koeffizienten sind jedoch lediglich die ersten 3 signifikant von 0 verschieden. Die
entsprechenden Quantile der Chi-Quadrat-Verteilung ab denen eine Verwerfung der Nullhypo-
these stattfindet, sind somit gréfler als bei der Betrachtung von weniger Lags. Dies wirkt sich
offensichtlich negativ auf die Trennschérfe des Tests aus. Wird beim LB-Test ebenfalls lediglich
p1 fiir die Testentscheidung herangezogen, also der Parameter H als 1 gewéhlt (vgl. Kap. 2.4),
so zeigten Simulationen, dass die Verfahren eine vergleichbare Trennschérfe aufweisen.

Um nachzuvollziehen, wie die nichtparametrischen Methoden eine Ablehnung der Nullhypo-
these erreichen, sind 3 zufillige Zeitreihen mit N = 100 Beobachtungen bei Autokorrelationsko-
effizienten von p; = 0.7 und p; = -0.7 sowie unter der Nullhypothese der Unabhéngigkeit (also
mit p; = 0) in Abbildung 3.3 dargestellt.
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Abbildung 3.3: Zufillige Zeitreihen aus AR(1)-Prozessen mit N = 100 Beobachtungen und Au-
tokorrelationskoeffizienten p; von 0.7 (a), -0.7 (b) und 0 (c), Nulllinie (rot) und

empirischem Median (blau)
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Beim Runs-Test dient die Anzahl der ,Runs“ ober- und unterhalb des empirischen Medians
als Teststatistik. Deren Anzahl ist, wie bereits in Kapitel 2.5 erlautert, dquivalent zur Anzahl der
Durchgénge des Graphen durch das Niveau des empirischen Medians der Zeitreihe. Bei einem rein
optischen Vergleich der beiden abhéngigen Zeitreihen ((a) u. (b)) mit der unabhéngigen Zeitreihe
(c) werden die unterschiedlichen Anzahlen von Mediandurchgéngen bereits offensichtlich. So
kommen bei den abhéngigen Zeitreihen deutlich weniger (a) bzw. mehr Durchginge (b) und
damit Runs vor als bei der unabhéngigen. Auf diese Weise wird nachvollziehbar, warum in
diesen Fillen eine Verwerfung der Nullhypothese stattfindet.

Gleichermaflen ist ersichtlich, dass die Anzahl der Turning-Points unter den Alternativen
deutlich geringer (a) bzw. grofler (b) ist als unter der Nullhypothese, sodass auch die Verwer-
fungen durch den TP-Test verstdndlich werden. Um zu verstehen, warum die Trennschérfe des
TP-Tests eine leichte Asymmetrie aufweist — wobei eine Verwerfung der Nullhypothese bei
negativen Korrelationen eher stattfindet als bei positiven Korrelationen — wurde eine kleine Si-
mulation beziiglich der Anzahl von Turning-Points in korrelierten Zeitreihen der Linge N = 100
durchgefithrt. Dazu wurden anhand des oben betrachteten Gitters von dem Parameter p; fiir
jeden Gitterpunkt 1000 Zeitreihen simuliert. Fiir jede dieser Zeitreihen ist dann die Anzahl
der Turning-Points erfasst worden und fiir jeden Gitterpunkt wurde anschlieflend die mittlere

Anzahl an Turning-Points berechnet. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.4 dargestellt.

Anzahl der Turning—Points

Abbildung 3.4: Simulierte mittlere Anzahl von Turning-Points in Zeitreihen mit N = 100 Beob-

achtungen von stationdren AR(1)-Prozessen in Abhéngigkeit von p;
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Aus dieser Grafik geht hervor, dass die Anzahl der Turning-Points fiir positive Autokorrela-
tionen linear mit p; abzufallen scheint. Dabei entspricht die mittlere Anzahl von Turning-Points
unter der Unabhéngigkeit ungefihr seinem Erwartungswert von 66, wihrend die minimale An-
zahl an Turning-Points bei einer maximalen positiven Korrelation von 0.99 ungefidhr 49 ent-
spricht. Fiir negative Korrelationen hingegen steigt die Anzahl der Turning-Points mit kleiner
werdendem p; zumindest polynomiell auf eine maximale Anzahl von ca. 95 an. Damit ist hier
schon eine klare Asymmetrie zwischen dem Effekt von negativen und positiven Korrelationen
auf die Anzahl der Turning-Points erkennbar. Insbesondere unterscheiden sich die mittleren An-
zahlen der Turning-Points in den Extremfillen unterschiedlich stark vom Erwartungswert. Da
die Anzahl der Turning-Points jedoch durch eine Normalverteilung approximiert wird, die einen
symmetrischen Effekt unterstellt, wird auch klar, warum sich die Trennschérfe des TP-Tests
asymmetrisch verhélt.

Im Hinblick auf den VNRR-Test ist zu beachten, dass der Wert seiner Teststatistik maf-
geblich vom Zghler SN (R; 4y - R;)? abhiingt. Zu grofie oder zu kleine Werte dieses Terms
fithren dementsprechend zu einer Verwerfung der Nullhypothese. Solche Werte kommen zustan-
de, wenn aufeinanderfolgende Beobachtungen systematisch &hnliche Rdnge haben bzw. Réinge
besitzen, die weit auseinanderliegen. Anhand von Abbildung 3.3 ist ersichtlich, dass benachbarte
Beobachtungen im Fall von positiven Autokorrelationen (a) dazu neigen, dhnliche Werte anzu-
nehmen, wohingegen negative Autokorrelationen (b) ein alternierendes Verhalten begiinstigen.
Dementsprechend kann nachvollzogen werden, dass die Teststatistik unter diesen Alternativen
eher kleine bzw. grofle Werte annimmt und damit eine Verwerfung der Nullhypothese stattfinden
kann. Die Uberlegenheit gegeniiber den anderen nichtparametrischen Tests rithrt vermutlich aus
der Tatsache, dass hier Rénge gebildet werden und somit mehr Information iiber die Zeitreihe
in die Testentscheidung einflieen als lediglich das sequenzielle Schema.

In dieser ersten Simulationsreihe zeigt sich, dass die parametrischen Verfahren im Fall, dass
die Bedingungen aller Testverfahren erfiillt sind, eine gute Wahl zur Uberpriifung der Un-
abhéngigkeit darstellen und hervorragende Trennschéirfen aufweisen. Dabei ist der DW-Test
dem LB-Test im AR(1)-Fall etwas iiberlegen, was auf die spezielle Struktur des zugrunde lie-
genden Prozesses zuriickzufiihren ist, die genau dem Anwendungsgebiet des DW-Testes ent-
spricht. Erstaunlich ist, dass der VNRR-Test mit seinem Ansatz durch die Betrachtung der
Rénge einen Vorteil gegeniiber den anderen nichtparametrischen Verfahren zu haben scheint
und unter Normalbedingungen beziiglich seiner Trennschérfe mit den parametrischen Verfahren
mithalten kann. Unter den rein nichtparametrischen Verfahren schneidet der Runs-Test am bes-
ten ab, aber auch der TP-Test erzielt relativ gute Ergebnisse und die Einfachheit der Berechnung
seiner Teststatistik macht ihn zu einer attraktiven Alternative zu den anderen Verfahren. Einen
wesentlichen Nachteil stellt jedoch seine asymmetrische Giite dar. Die K-VZ-Tests schneiden
hier am schlechtesten ab und kénnen selbst bei grofien Stichprobenumféingen lediglich extreme

Korrelationen erkennen. Auch weisen sie eine leicht asymmetrische Trennschérfe auf.
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3.1.1 Abweichungen von den Verteilungsannahmen der Innovationen

Im Folgenden soll untersucht werden, wie sich Abweichungen von den Voraussetzungen und
Annahmen der einzelnen Tests auf deren Trennschiirfe auswirken. Eine Moglichkeit hierbei ist es,
die Innovationen w; aus einer anderen Verteilung als der Normalverteilung zu generieren. Dabei
wire davon auszugehen, dass die Trennschéirfen des LB-Tests sowie des DW-Tests, bei denen
eine Normalverteilung der Innovationen vorausgesetzt wird, von dieser Modifikation beeinflusst
werden. Im Hinblick auf die K-VZ-Tests wurden dafiir zunéichst Verteilungen genutzt, die die
Voraussetzungen dieser Tests erfiillen, also einen Median von 0 besitzen.

Konkret wurden zum einen die Cauchy-Verteilung (t-Verteilung mit 1 Freiheitsgrad) sowie
die t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden betrachtet. Dabei handelt es sich um Verteilungen mit
schweren Rédndern. Ein Vergleich der entsprechenden Dichtefunktionen mit der Dichte der Nor-
malverteilung ist in Abbildung 3.5 dargestellt.

Die schweren Rénder der t-Verteilungen lassen sich in dieser Grafik anhand der im Vergleich
zur Normalverteilung geringeren Wahrscheinlichkeitsmasse am Wert des Extrempunktes der
Dichtefunktionen, die sich in den Bereich der Rénder verschiebt, erkennen. Fiir die Innovationen
bedeutet das, dass extremere Werte mit grofSerer Hiufigkeit zu erwarten sind, als es bei einer
Normalverteilung der Fall ist. Bei der Cauchy-Verteilung gilt es weiterhin zu bemerken, dass ihre
ersten beiden Momente nicht existieren, wodurch eine Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes

nicht méglich ist. Dadurch ist auch die Voraussetzung der parametrischen Testverfahren (also
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Abbildung 3.5: Vergleich der Dichtefunktionen der Normalverteilung, der Cauchy-Verteilung so-

wie der t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden
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die Normalitit der Autokorrelationskoeffizienten) nicht gegeben. Praktische Anwendung finden
diese Verteilungen vor allem in Situationen, in denen regelméfig mit extremen Verdnderungen
zwischen zwei Beobachtungen zu rechnen ist oder — wie in dieser Arbeit —, um zu untersuchen,
inwieweit systematische Ausreifler einen Einfluss auf statistische Verfahren haben.

Wie sich diese Verteilungsdnderungen auf die Trennschérfen der Testverfahren auswirken,
zeigt Abbildung 3.6 fiir Stichprobenumfinge von N = 50 und N = 500.

Wihrend im Vergleich mit den entsprechenden Grafiken zu normalverteilten Innovationen
kaum ein Unterschied zwischen den dort erzielten Ergebnissen und denen mit t(5)-verteilten
Innovationen zu erkennen ist, unterscheiden sie sich deutlich von den Ergebnissen bei Cauchy-
verteilten Innovationen. Uberraschenderweise gewinnen dabei alle nichtparametrischen Tests an
Trennschérfe dazu und verwerfen somit die Nullhypothese bei kleineren Werten von |p1| 6fter.
Besonders deutlich wird dieser Effekt beim BDS-Test, der unter diesen Bedingungen bereits bei
einem Stichprobenumfang von N = 50 #hnlich gute Ergebnisse erzielt wie der TP-Test oder
der Runs-Test. Lediglich beim DW- und LB-Test fiithren die Verteilungsdnderungen zu einer
deutlichen Verschlechterung der Ergebnisse und veranlassen die Tests dazu, die Nullhypothese
fiir Parameter in einem Bereich, in dem die Testentscheidungen nicht eindeutig sind, 6fter bei-
zubehalten. Ersichtlich ist dies anhand der entsprechenden Grafiken durch schirfere farbliche
Abstufungen, als sie unter Normalbedingungen aufgetreten sind. Da es sich bei diesen Tests
um diejenigen handelt, die eine Normalverteilung der Innovationen unterstellen, sind diese Er-
gebnisse wenig verwunderlich. Die Tatsache, dass der LB-Test wieder etwas schlechter als der
DW-Test abschneidet, ist erneut auf die Anzahl der empirischen Korrelationskoeffizienten, die
fiir eine Entscheidungsfindung herangezogen werden, zuriickzufiihren.

Als Konsequenz dieser Verteilungsinderung weisen die nichtparametrischen Tests, mit Aus-
nahme der K-VZ-Tests, bei allen Stichprobenumfingen eine bessere Trennschérfe als die parame-
trischen Tests auf. Spitzenreiter ist dabei der VNRR-Test, der aufgrund der Mehrinformation
gegeniiber den anderen nichtparametrischen Verfahren auch schon unter Normalbedingungen
mit den parametrischen Tests mithalten konnte.

Die Tatsache, dass die t(5)-Verteilungen viel weniger starke Verédnderungen der Testergebnisse
herbeifiihrt als die Cauchy-Verteilung, macht Abbildung 3.5 deutlich. So unterscheidet sich die
Dichtefunktion der t(5)-Verteilung an ihrem Peak und ihren Réndern nicht besonders stark
von der Normalverteilung. Die Unterschiede zur Cauchy-Verteilung sind jedoch klar erkennbar.
Auflerdem ist der zentrale Grenzwertsatz bei den t(5)-verteilten Innovationen, anders als bei
den Cauchy-verteilten, anwendbar, auch wenn zu erwarten ist, dass die Asymptotik langsamer
greift, als es bei normalverteilten Innovationen der Fall ist.

Weiter wird in Abbildung 3.7 deutlich, dass bei Cauchy-verteilten Innovationen viel haufiger
extreme Werte zu beobachten sind, die sich deutlich auf das Verhalten der Zeitreihe auswirken. So
wurde mithilfe der Funktion pnorm bzw. pt beispielhaft ermittelt, dass die Wahrscheinlichkeit

des Auftretens einer Innovation mit einem Wert, der betragsmifig grofler als 5 ist, bei einer
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Normalverteilung ca. 5.7-1077 betriigt. Bei einer Cauchy-Verteilung entspricht sie demgegeniiber
ca. 0.12 und bei der t(5)-Verteilung ca. 0.004.

Eine Begriindung dafiir, dass das Auftreten extremer Werte die Trennschéirfe der meisten
Tests sogar verbessert, ist, dass auf einen betragsméfig sehr grofen Wert — abhéngig von |p1| —
tendenziell betragsmifig grofe Werte folgen, wodurch das Erkennen einer Abhéngigkeitsstruktur
erleichtert werden kann. So sind nach dem Auftreten extremer Innovationen im Fall, dass p; > 0
gilt, mehr Beobachtungen nétig, um wieder zum Niveau des Medians zuriickzukehren bzw. es
folgen bei einem p; < 0 mit grofler Wahrscheinlichkeit ein oder mehrere Vorzeichenwechsel, bis
der Schock ausgeschwungen ist. Dieses Verhalten ldsst sich auf die Korrelationsfortpflanzung in
autoregressiven Prozessen, wie sie z. B. in Abbildung 3.2 erkennbar ist, zuriickfithren. Durch
diese Tendenz nimmt die Trennschérfe aller nichtparametrischen Testverfahren bei grofieren
Werten von |p1|, also bei starken Korrelationen, zu.

Die verschiedenen nichtparametrischen Testverfahren reagieren in unterschiedlicher Weise auf
das oben beschriebene Verhalten. Beim VNRR-Test fiihrt es im Fall von positiven Korrelatio-
nen dazu, dass Beobachtungen nahe einer extremen Innovation dhnliche Rénge besitzen. Bei
negativen Korrelationen fiihrt dies wiederum dazu, dass die Rénge sehr unterschiedlich sind. In
beiden Fillen wird dem Test eine Verwerfung der Nullhypothese erleichtert. Der TP-Test wird
durch obiges Verhalten insoweit beeinflusst, dass nach extremen Werten mehr (p; < 0 ) bzw.
weniger (p1 > 0 ) Turning-Points auftreten, als es bei normalverteilten Innovationen zu erwar-
ten wére. Auch im Hinblick auf den Runs-Test fithrt dies bei negativen Korrelationen zu mehr
— bzw. bei positiven Korrelationen zu weniger — Runs, als unter den gleichen Voraussetzun-
gen bei Normalbedingungen. Die Tatsache, dass der BDS-Test so deutliche Verbesserungen zeigt,
héngt vermutlich ebenfalls mit der Kompensationsphase nach extremen Innovationen zusammen.

Durch sie werden die Absténde zwischen 2 m-Historien in diesem Bereich deutlich vergréfiert.

60}
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Abbildung 3.7: Zufillige Zeitreihen aus AR(1)-Prozessen mit N = 100 Beobachtungen mit
Cauchy-verteilten Innovationen bei p; = 0.5 (a) bzw. p; = -0.5 (b) mit Null-

linie (rot) und empirischem Median (blau)
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Das fiihrt dazu, dass die Nullhypothese der Unabhéngigkeit einfacher verworfen werden kann.

Um den Effekt auf die K-VZ-Tests zu verstehen, macht es Sinn, die Blockimplementation zu
betrachten. So fiithrt das Ausklingen der extremen Innovationen im Fall von negativen Korrela-
tionen zu deutlich kleineren Blocken, die im Fall eines alternierenden Verhaltens sogar lediglich
die Lénge 1 aufweisen. Die Teststatistik wird hier also schneller sehr klein. Bei positiven Korre-
lationen entstehen hingegen eher grofiere Blocke, von denen, bei dhnlicher Korrelation, auch die
in etwa selbe Grofie erwartet werden kénnte, wodurch die Teststatistik ebenfalls einen grofieren
Wert annimmt. In beiden Féllen wird eine Verwerfung der Nullhypothese erleichtert.

Auf der anderen Seite kénnen extremwertige Innovationen aber auch Korrelationen bei mo-
derat groflen vorangegangenen Werten verschleiern, wodurch die empirischen Autokorrelatio-
nen unterschitzt werden und nicht mehr normalverteilt sind. Als Konsequenz neigen diejenigen
Tests, die auf den Autokorrelationskoeffizienten und ihrer Normalitéit basieren, dazu, die Null-
hypothese bei geringen Werten von p; weniger hdufig zu verwerfen. Zur Veranschaulichung sind
Korrelogramme von Zeitreihen mit normalverteilten und Cauchy-verteilten Innovationen bei
einem Stichprobenumfang von N = 500 und p; = 0.07 in Abbildung 3.8 dargestellt.

Um diese Uberlegungen zu untermauern, wurden zwei weitere Verteilungen betrachtet, die
dazu neigen, extreme Werte anzunehmen — die Gumbel-Verteilung und die Laplace-Verteilung.
In beiden Fillen wurde ein Skalen-Parameter von 2 gewéhlt. Ein Vergleich der Dichtefunktio-
nen dieser beiden Verteilungen mit der Normalverteilung ist in Abbildung 3.9 dargestellt. Die
Wahrscheinlichkeiten, dass eine Innovation einen Wert annimmt, der betragsméfig grofier als
5 ist, wurde dabei wie auf Seite 45 durch die Funktionen pgumbel bzw. pdexp ermittelt. Sie
betragen bei der Gumbel-Verteilung ca. 0.177 und bei der Laplace-Verteilung ca. 0.08, sodass
die entsprechende Wahrscheinlichkeit der Cauchy-Verteilung genau dazwischen liegt.

Bei der Gumbel-Verteilung gilt zu beachten, dass es sich bei ihr um eine asymmetrische Ver-
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Abbildung 3.8: Korrelogramme von zufiilligen Zeitreihen aus AR(1)-Prozessen mit N = 500
Beobachtungen mit Cauchy (a) und normalen Innovationen (b), bei p; = 0.07
und kritischen Werten (blau)
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Abbildung 3.9: Vergleich der Dichtefunktionen der Normalverteilung, der Gumbel-Verteilung

sowie der Laplace-Verteilung, mit Skalen-Parametern von 2

teilung handelt. Im Hinblick auf den obigen Vergleich betriagt die Wahrscheinlichkeit, einen Wert
kleiner als -5 zu erhalten, 0.005 und einen Wert grofler als 5 zu beobachten, 0.172. Insbesonde-
re entspricht ihr Median deshalb nicht 0, sondern ca. 1.1. Da es hier aber nicht von Interesse
ist, diese Abweichungen zu detektieren, wurde vor der Durchfithrung der K-VZ-Tests eine Zen-
trierung der Daten durch ihren empirischen Median vorgenommen. Damit wird im Folgenden
auflerdem untersucht, wie sinnvoll eine solche Zentrierung ist und welche Auswirkungen sie auf
die Trennschirfe der K-VZ-Tests hat.

Die Simulationsergebnisse mit Innovationen aus diesen Verteilungen sind fiir Stichprobe-
numfinge von N = 50 und N = 500 in Abbildung 3.10 dargestellt.

Wie auch schon bei den Cauchy-verteilten Innovationen ersichtlich, ist hier eine leichte Verbes-
serung der Trennschérfen der nichtparametrischen Tests gegeniiber denen bei normalverteilten
Innovationen zu erkennen. Dabei unterscheiden sich die Ergebnisse der beiden betrachteten Ex-
tremwertverteilungen aber nicht sehr stark. Insgesamt scheinen die Trennschérfen der Verfahren
bei Laplace-verteilten Innovationen leicht besser zu sein. Dies macht sich besonders beim Runs-
Test bemerkbar. Eine Erkldrung dafiir konnte die Neigung der Gumbel-Verteilung sein, eher
positive extreme Werte anzunehmen sein. Das konnte dazu fithren, dass die Anzahl der Runs
trotz der Zentrierung durch den Median verzerrt ist. Fine weitere mogliche Ursache fiir die
Uberlegenheit der Testverfahren bei Cauchy- bzw. Laplace-verteilten Innovationen gegeniiber

dem Fall, dass sie aus einer Gumbel-Verteilung gezogen werden, kénnte die Haufigkeit sein,
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Abbildung 3.10: Simulierte Trennschérfe der Testverfahren bei stationdren AR(1)-Alternativen mit Gumbel- bzw. Laplace-verteilten In-

novationen, mit Skalenparametern von 2, fiir unterschiedliche Stichprobenumféinge
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mit der extreme Innovationen auftreten. So ist es z. B. bei der Gumbel-Verteilung wahrschein-
lich, dass eine extreme Innovation schnell wieder durch eine weitere ausgeglichen wird, sodass
das abklingende Verhalten dieser Schocks unterbrochen wird. Dies kann die Verbesserung der
Trennschérfe durch extreme Innovationen abschwéchen.

Im Hinblick auf die K-VZ-Tests fillt im Fall von Gumbel-verteilten Innovationen auf, dass
der Bereich, in dem die Nullhypothese sicher angenommen wird (schwarz) im Vergleich zu den
anderen Testverfahren und zu den Untersuchungen unter Normalbedingungen etwas verschoben
zu sein scheint. Dies ist auf die Zentrierung der Beobachtungen zuriickzufiihren und deutet darauf
hin, dass dieses Vorgehen keine optimale Losung fiir Innovationsverteilungen zu sein scheint, bei
denen die Annahme eines Medians von 0 nicht erfiillt ist.

Weiter ist ersichtlich, dass die Trennschérfen des DW-Tests und des LB-Tests hier weniger
stark beeinflusst werden als bei der Cauchy-Verteilung. Ein Grund dafiir kénnte die geringe
Dichte der Gumbel-Verteilung im Bereich von moderat groflen Werten sein. Sie kénnen dazu
fithren, die oben erwihnte Verschleierung von Korrelationen abgeschwicht wird. Aber auch
die Tatsache, dass die Momente der Gumbel- und der Laplace-Verteilung existieren und die
Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes somit moglich ist, konnte eine Erklarung fiir diese
Beobachtungen sein.

Insgesamt deuten diese Simulationsergebnisse darauf hin, dass die nichtparametrischen Tests
robust gegeniiber Innovationen aus Verteilungen mit schweren Réndern reagieren. Anscheinend
koénnen sie sogar von solchen Bedingungen profitieren. Die Testentscheidung der parametrischen
Testverfahren wird hingegen von den anders verteilten Innovationen beeinflusst, auch wenn ihre
Trennschérfen nicht immer wesentlich darunter leiden. Insbesondere Verteilungen, deren Mo-
mente nicht existieren und damit eine Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes unméglich
machen, fithren hier aber zu deutlichen Verschlechterungen der Trennschérfe. Unter diesen Ge-
sichtspunkten schneidet der VNRR-Test im Fall von anders verteilten Innovationen am besten
ab, da er aufgrund der Betrachtung von Réngen einen Vorteil gegeniiber den anderen nichtpara-
metrischen Verfahren hat und gleichzeitig von deren robusten Eigenschaften profitiert. Auflerdem
wird deutlich, dass eine Asymmetrie der Verteilungen fiir den Runs-Test und die K-VZ-Tests,

die sich am Median der Daten orientieren, zu Problemen fithren kann.

3.1.2 Innovative AusreiBBer

Das Auftreten von extremen Innovationen kann auch auf sogenannte innovative Ausreifler
zuriickzufithren sein. Das bedeutet, die Innovationen des betrachteten Prozesses entstammen
zwar einer Normalverteilung, jedoch sind dafiir einige davon deutlich zu grof3 und kénnen als
Ausreifler betrachtet werden. In der Praxis ist es moglich, dass diese Art von Ausreiflern durch
seltene, geplante oder ungeplante Ereignisse im Verlauf des Prozesses verursacht werden, die
eine voriibergehende, abrupte Verdnderung des Niveaus der Zeitreihe bewirken. Diese Ereignisse

werden auch als Interventionen oder, im Zeitreihen-Kontext, als ,,Random Shocks* bezeichnet.
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Damit untersucht werden kann, wie sich die Intensitidt der Ausreifler auf die Testverfahren
auswirkt, wird in dieser Arbeit mit einer festgesetzten Intensitéit gearbeitet. Dafiir sollen die In-
novationen an zufilligen Beobachtungszeitpunkten um einen Wert von 10 erhdht bzw. erniedrigt
werden. Ein alternatives Vorgehen, um innovative Ausreifler zu erzeugen, stellt z. B. eine Verviel-
fachung des Wertes der Innovationen an den Zeitpunkten des Schocks dar. Dadurch kann jedoch
nicht kontrolliert werden, wie extrem der Ausreifler ist. Durch den hier verfolgten Ansatz soll
also eine bessere Beurteilung der Intensitédt von moglichen Interventionen erreicht werden, die
es einem Anwender ermoglicht, mit gewissen Vorinformationen iiber den betrachteten Prozess
den dafiir bestmdoglichen Test auszuwéhlen.

Mathematisch werden in diesem Abschnitt Prozesse der Form:
xy = p1xi—1 + (W + Lppppa{t} - InInt),  |p1| <1, wy~ WN(O,U%VN)

betrachtet. Dabei bezeichnet InInd die zufillig generierten Indizes, an denen der Prozess inno-
vative Ausreifler enthélt und InInt deren Intensitét, die hier als 10 bzw. -10 gewahlt wurde. Die
Paritdt von InInt wurde dabei ebenfalls fiir jeden innovativen Ausreifler zufillig generiert.

Zunichst wurde untersucht, wie die verschiedenen Testverfahren in dem Fall reagieren, dass
die betrachteten Zeitreihen 5% innovative Ausreifler enthalten. Die entsprechenden Ergebnisse
zeigt Abbildung 3.11.

Im Vergleich mit den Trennschéirfen unter Normalbedingungen fillt auf, dass es wesentliche
Unterschiede beziiglich der Reaktionen zwischen den parametrischen und nichtparametrischen
Verfahren gibt. So gewinnen sdmtliche nichtparametrischen Tests durch die innovativen Ausrei-
Ber sogar an Trennschérfe dazu, wie es auch schon bei anders verteilten Innovationen zu sehen
war. Am auffilligsten ist dieser Effekt bei den K-VZ-Tests im Bereich positiver Korrelationen.
Auch dem BDS-Test gelingt es in diesem Szenario deutlich hiufiger, das Niveau des Tests einzu-
halten. Anders als unter Normalbedingungen kann dieser bereits bei einem Stichprobenumfang
von N = 50 mit den anderen nichtparametrischen Verfahren mithalten.

Die parametrischen Tests zeigen hier ein anderes Verhalten. So gelingt es ihnen zwar, die
Nullhypothese sogar bei dhnlich starker Korrelation wie unter Normalbedingungen eindeutig
abzulehnen, in Bereichen moderater Korrelation gelingt eine Verwerfung jedoch deutlich sel-
tener. Diese Beobachtungen bedeuten, dass die parametrischen Tests in diesem Szenario dazu
neigen, klarere Entscheidungen zu treffen: Die Bereiche, in denen diese Verfahren Unsicherheiten
aufweisen — also die Nullhypothese fiir ca. 50 % der simulierten Zeitreihen ablehnen — werden
auffillig stark verkleinert. Erkennbar ist diese Tendenz in den Grafiken anhand des deutlich
breiteren, schwarzen Bereiches um den Wert p; = 0, in dem das Testniveau von 5 % eingehalten
wird sowie an den schérferen Réander der simulierten Trennschérfen. Eine weitere Auffélligkeit
in diesem Szenario ist, dass die parametrischen Verfahren als Konsequenz der innovativen Aus-
reifler eine asymmetrische Trennschérfe entwickeln. Speziell gelingt es den Verfahren hier besser,

negative Korrelationen zu erkennen als positive.
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Der Runs- und der VNRR-Test weisen hier die besten Trennschérfen auf, da sie von den
wiinschenswerten robusten Eigenschaften nichtparametrischer Verfahren profitieren und nicht
negativ durch die Ausreifler beeinflusst werden. Dabei ist der VNRR-Test dem Runs-Test auf-
grund seiner Mehrinformationen durch die Betrachtung der Rénge wieder leicht iiberlegen.

Die Reaktionen der nichtparametrischen Verfahren lassen sich in diesem Szenario durch
dhnliche Uberlegungen begriinden, wie es bei den Cauchy-verteilten Innovationen der Fall war.
So folgt nach extremen Innovationen im AR(1)-Modell eine Kompensationsphase, durch die die
Struktur der Zeitreihe deutlich beeinflusst wird. Anhand von Abbildung 3.12 wird dieses Verhal-
ten noch einmal fiir starke Korrelationen von 0.9 bzw. -0.9 und moderaten Korrelationen von 0.6
bzw. -0.6 veranschaulicht. Dabei wurden Zeitreihen abgebildet, die zum Zeitpunkt 5 eine positive
Innovation der Intensitét 10 erfahren. Das Verhalten der 15 darauf folgenden Beobachtungen ist
dargestellt.

Die erwdhnte Systematik, dass das sequenzielle Schema der Beobachtung durch die Inter-
ventionen mit betragsméfig grofer werdenden Autokorrelationskoeffizienten zunehmend stark
beeinflusst wird, ist hier klar erkennbar. Dies duflert sich konkret durch die deutlich gréflere
Anzahl an Beobachtungen nach einem Schock, die bené6tigt wird, um wieder zum langfristi-
gen Niveau der Zeitreihe zuriickzukehren. Insbesondere fithren negative Korrelationen nach dem
Schockereignis zu mehr Runs, Turning-Points, Vorzeichenwechseln und dazu, dass benachbarte
Beobachtungen weit auseinanderliegen und damit deutlich unterschiedliche Ringe aufweisen.
Auf der anderen Seite verursachen positive Korrelationen im selben Kontext lange und damit
weniger Runs, weniger Turning-Points, weniger Vorzeichenwechsel und sie fithren dazu, dass
aufeinanderfolgende Beobachtungen eine dhnliche Gréflenordnung aufweisen, wodurch auch ihre
Rénge nah beieinander liegen. Auf diese Weise wird nachvollziehbar, weshalb die Trennschérfe
der nichtparametrischen Verfahren von den innovativen Ausreiflern profitiert. Auch werden die
Uberlegungen zu einer Verbesserung ihrer Trennschirfe im Fall, dass die Innovationen aus einer
Verteilung stammen, in der extreme Werte hiufiger vorkommen als bei der Normalverteilung,
untermauert.

Um das Verhalten der parametrischen Verfahren zu verstehen, koénnen erneut &hnliche
Uberlegungen wie z. B. im Fall von Cauchy-verteilten Innovationen angestellt werden. So kénnen
vorhandene moderate Korrelationen durch die innovativen Ausreifier verschleiert werden. Dabei
scheint es einen Unterschied zu machen, ob eine positive oder eine negative Korrelation vorliegt.
Um diese Tendenz noch einmal zu veranschaulichen, wurde das Korrelogramm einer Zeitrei-
he mit p; = 0.2 sowie mit p; = -0.2 dem Korrelogramm derselben Zeitreihe mit nachtriglich
eingefiigten innovativen Ausreiffern in Abbildung 3.13 gegeniibergestellt.

Dabei gilt es zu beachten, dass Korrelationen der Stdrke 0.2 bei dem betrachteten Stich-
probenumfang von N = 100 fiir den DW-Test in einem Bereich liegen, in dem eine korrekte
Ablehnung der Nullhypothese generell schwierig ist. So entspricht der kritische Wert des em-

pirischen Autokorrelationskoeffizienten hier ziemlich genau der vorhandenen Korrelation in der
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Abbildung 3.12: Ausschnitte aus Zeitreihen mit innovativen Ausreifiern beim Index 5, mit der
Intensitdt 10, zu unterschiedlichen Autokorrelationskoeffizienten, Nulllinie (rot)

und empirischer Median (blau)

Zeitreihe. Damit kann die Nullhypothese unter Normalbedingungen ungefihr nur in der Hélfte
der Fille stattfinden, ndmlich wenn die tatséchliche Korrelation nicht unterschitzt wird. An-
hand der Korrelogramme kann wieder erkannt werden, dass die innovativen Ausreifler zu einer
Unterschitzung des Autokorrelationskoeffizienten p; fithren kénnen und die auf ihm basieren-
den Tests damit nicht in der Lage sind, die Nullhypothese zu verwerfen. Auf der anderen Seite
bewirken die innovativen Ausreifler bei einem Autokorrelationskoeffizienten von -0.2, dass die
empirische Korrelation 1. Grades als zu klein eingeschétzt wird, wodurch eine Verwerfung der
Nullhypothese wahrscheinlicher wird.

Um diese Systematiken genauer zu erdrtern, wurde mit Hilfe einer kleinen Simulationsstudie
untersucht, wie sich die Schétzer der empirischen Autokorrelationskoeffizienten beim Vorhan-
densein von innovativen Ausreiflern in der Zeitreihe verhalten. Dafiir wurden auf einem Gitter
der Feinheit 0.01 Autokorrelationskoeffizienten von -0.99 bis 0.99 betrachtet, wobei fiir jeden
der Gitterpunkte 1000 Zeitreihen mit N = 100 Beobachtungen und 5% Interventionen der
Intensitédt 10 simuliert worden sind. AnschlieBend wurde die mittlere Abweichung des empiri-

schen Autokorrelationskoeffizienten von der tatsidchlichen Korrelation, also der Wert (g1 - p1),
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Abbildung 3.13: Korrelogramm zufilliger Zeitreihen aus AR(1)-Prozessen mit N = 100 Beob-
achtungen ohne ((a) und (c)) und mit 5 % innovativen Ausreifiern ((b) und (d)),
bei p; = 0.2 und p; = -0.2 und kritischen Werten (blau)

fiir jede der oben beschriebenen Korrelationen berechnet. Die entsprechenden Ergebnisse dieser
Simulationen sind in Abbildung 3.14 dargestellt.

Dabei bedeuten negative Differenzen, dass der Schétzer die tatséichliche Korrelation un-
terschitzt. Werte, die grofer als 0 sind, deuten hingegen auf eine systematische Uberschitzung
der Korrelation hin. Im Idealfall, unter Normalbedingungen, sollten sich die mittleren Abwei-
chungen unabhéngig von dem Wert p; gleichméflig um 0 verteilen.

Aus dieser Darstellung geht hervor, dass tatséchlich eine Systematik erkennbar ist. So fithren
Ausreifler bei positiven Werten von p; zu einer systematischen Unterschitzung des Autokorre-
lationskoeffizienten, die sich mit zunehmender Intensitit der Korrelation verstirkt. Auf diese
Weise lésst sich die Verschleierung moderater positiver Korrelationen nachvollziehen. Weiter ist
auffiillig, dass kleine negative Korrelationen ebenfalls zu einer Unterschitzung durch g; fiihren,
wodurch die Nullhypothese in diesem Fall mit gréfierer Wahrscheinlichkeit verworfen wird. Ab
einem Wert des Parameters p; von -0.4 scheinen die tatséchlichen Korrelationen jedoch eher
iiberschitzt zu werden. Anhand dieser Erkenntnisse kann auch das asymmetrische Verhalten

der parametrischen Verfahren im Fall von innovativen Ausreiflern nachvollzogen werden.
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Abbildung 3.14: Simulierte mittlere Differenz des Autokorrelationsschétzers und der Autokorre-
lation bei Vorhandensein von 5 % Interventionen der Intensitét 10 in Zeitreihen

mit N = 100 Beobachtungen, mit Nullniveau (rot) und Symmetrieachse (blau)

Weiter ist es interessant zu untersuchen, wie die Testverfahren reagieren, falls der Anteil an
innovativen Ausreiflern erhoht wird. Dazu wurden obige Simulationen mit einem Innovationsan-
teil von 10 % bzw. 20 % wiederholt. Die entsprechenden Ergebnisse sind in Abbildung 3.15 und
3.16 dargestellt.

Die Abbildungen zeigen, dass sich die Tendenzen der unterschiedlichen Verfahren bei Stich-
probenumfingen von N > 50 mit groflerem Anteil an innovativen Ausreiflern verstédrken. Im
Fall von N = 20 Beobachtungen tritt allerdings beim Sprung von 10 %- auf 20 %-Anteil an
Ausreiflern eine leichte Verschlechterung der Trennschérfen auf. Dies kénnte auf die zu kleine
Stichprobe zuriickzufiihren sein, in der die Kompensationsphase nach einem Schock nicht hin-
reichend lang werden kann, um weiterhin davon zu profitieren. Auflerdem scheint der BDS-Test
sehr positiv von den Ausreiflern beeinflusst zu werden, sodass er bei einem Ausreifleranteil von
20 % bereits bei N = 20 Beobachtungen eine ausgezeichnete Trennschiirfe aufweist. Allerdings
wird ersichtlich, dass der BDS-Test in diesem Szenario kaum noch von einem wachsenden Stich-
probenumfang profitieren kann. So ist keine deutliche Verbesserung seiner Trennschirfe beim
Sprung von N = 50 auf N = 500 Beobachtungen erkennbar. Damit scheint seine Testentschei-
dungen und vor allem seine Konsistenzeigenschaften stark von den Ausreilern beeinflusst zu

werden, was eine Beurteilung der Testentscheidung in der Praxis erschweren kann.
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Abbildung 3.15: Simulierte Trennschérfe der Testverfahren bei stationdren AR(1)-Alternativen mit 10 % innovativen Ausreifiern der In-

tensitdt 10, fiir unterschiedliche Stichprobenumfinge
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Aulffallig ist auch, dass die parametrischen Verfahren bei zunehmender Anzahl von innovativen
Ausreiflern, genau wie die nichtparametrischen Verfahren, ein wenig an Trennschérfe zu gewinnen
scheinen. Allerdings scheint der Annahmebereiches des DW-Tests im Fall von mehr Ausreifiern
eine deutlichere Asymmetrie in Abhéngigkeit von Stichprobenumfang zu entwickeln.

Unabhéngig vom Interventionsanteil sticht der VNRR-Test hier erneut als Test mit der bes-
ten Trennschérfe heraus. Dabei zeichnet er sich vor allem durch seine Robustheit aus, da er,
anders als z. B. der BDS-Test, der seinerseits dem VINRR-Test in einigen Fillen iiberlegen zu
sein scheint, bei allen betrachteten Ausreifleranteilen ein bestdndiges und berechenbares Ableh-
nungsverhalten zeigt.

Schliefflich gilt es noch zu untersuchen, inwieweit sich die Intensitét der Interventionen auf
die Trennschérfe der verschiedenen Testverfahren auswirkt. Dazu wurde der Ausreifieranteil auf
5% beschrinkt, da es sich dabei um einen in der Praxis realistischen Anteil handelt und die
Auswirkungen der Ausreifler auf die Testentscheidungen auch hier schon deutlich ersichtlich
waren. Im Folgenden werden konkret Ausreifler der Intensitdt 5, 20, 50 und 100 fiir Stichpro-
benumfinge von N = 50 bzw. N = 500 betrachtet. Die entsprechenden Simulationsergebnisse
sind in Abbildung 3.17 und 3.18 dargestellt.

Betrachtet man die Entwicklung der Trennschéirfen fiir zunehmende Ausreiflerintensitéten,
so wird deutlich, dass sich die oben beschriebenen Tendenzen verstirken. Dies wird zudem
durch die gréfere Ahnlichkeit der Trennschérfen im Fall von Interventionen der Stirke 5 zu den
Ergebnissen unter Normalbedingungen untermauert.

Diese Beobachtungen bei den nichtparametrischen Verfahren sind mit der Tatsache zu er-
kldren, dass groflere Werte des Ausreiflers zu einer lingeren Abklingphase des Schocks fithren.
Somit wird das sequenzielle Schema der Zeitreihe mit groflerer Intensitdt zunehmend stark be-
einflusst, was diesen Tests eine Verwerfung der Nullhypothese erleichtert.

Die Reaktion der parametrischen Verfahren ist dabei etwas diffuser und folgt keinem eindeu-
tigen Schema. So gibt es Félle, in denen eher die Asymmetrie ihrer Trennschérfen verstiarkt wird
und wieder andere, in denen die Testverfahren Probleme bei der Einhaltung des Niveaus bekom-
men. Allgemein kann jedoch die Tendenz beobachtet werden, dass eine zunehmende Ausreifier-
intensitdt die Trennschérfe dieser Testverfahren verschlechtert — und vor allem unberechenbarer
macht.

Insgesamt legen die Simulationsergebnisse nah, dass die Testverfahren bei innovativen Ausrei-
Bern dhnliche Reaktionen zeigen, wie im Fall von Innovationsverteilungen mit schweren Rénder:
Parametrische Verfahren scheinen deutlich unter innovativen Ausreiflern zu leiden, wahrend
nichtparametrische Verfahren sogar davon profitieren kénnen. So verbessert sich die Trennschérfe
dieser Tests — und vor allem der K-VZ-Tests — mit zunehmendem Ausreifleranteil und deren
Intensitdt. Die K-VZ-Tests erreichen trotz der deutlichen Verbesserungen gegeniiber dem Fall
einer Normalverteilung in grofieren Stichproben immer noch keine Giite, die mit anderen Ver-

fahren mithalten kann. Die parametrischen Verfahren entwickeln bei groflerer Abweichung von
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Abbildung 3.18: Simulierte Trennschérfe der Testverfahren bei stationdren AR(1)-Alternativen mit 5 % innovativen Ausreilern der Inten-
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den Normalbedingungen asymmetrische Ablehnungsbereiche und bekommen, unabhéngig vom
Stichprobenumfang, zunehmende Probleme bei der Ablehnung der Nullhypothese in Bereichen
kleiner bis moderater Korrelationen. Eine Sonderstellung nimmt in diesem Szenario der BDS-
Test ein, der deutlich von den Interventionen zu profitieren scheint. Allerdings leiden seine
Konsistenzeigenschaften und die Verbesserung seiner Trennschiirfe folgt keinem klaren Schema.
Der am besten geeignetstes Testverfahren in diesem Abschnitt ist der VNRR-Test, der von den
robusten Eigenschaften nichtparametrischer Verfahren profitiert und durch die Betrachtung der
Rénge eine leicht bessere Trennschirfe aufweist als die {ibrigen nichtparametrischen Verfahren.
Dicht gefolgt wird er vom Runs-Test, der ebenfalls sehr gute Ergebnisse liefert. Generell sollte
vor allem auf parametrische Verfahren verzichtet werden, falls davon auszugehen ist, dass der

zu untersuchende Prozess Interventionen beinhalten kann.

3.1.3 Kontaminationen

Ein weiteres Szenario stellt das Vorhandensein von Kontamination in den Zeitreihen dar, die auch
als additive Ausreifler bezeichnet werden. Dabei handelt es sich heuristisch um Verunreinigungen
des Prozesses, die sich anders als bei extremen Werten oder innovativen Ausreiffern, wie sie
bis jetzt betrachtet wurden, im AR(1)-Modell nicht fortpflanzen. Eine Situation, in der solche
Kontaminationen einer Zeitreihe in der Praxis vorkommen, sind Fehler, die bei der Messung
der Zeitreihe aufgetreten sind und sich nicht auf den zugrunde liegenden Prozess zuriickfithren
lassen. Diese Fehler machen sich aber bei blofler Betrachtung der Zeitreihe oft ebenfalls als
Ausreiler bemerkbar und die Unterscheidung, um welche Art von Ausreiflern es sich handelt, ist
in der Regel nicht trivial. Deshalb ist es von grofler Wichtigkeit, dass kontaminierte Messwerte
nicht iiberinterpretiert werden, sondern Testverfahren in der Lage sind, sie als nicht essenziellen
Teil des zugrunde liegenden Prozesses zu erkennen. Mathematisch werden im Folgenden also

Prozesse der Form
xp + Dgcontinalt} - KontInt = pizy_q +wy,  |p1| <1, w ~WN(0,08N)

betrachtet. Dabei entspricht KontInd den zufillig generierten Indices, an denen Kontamina-
tionen auftreten und KontInt ihrer Intensitit. Hier wurden bei jeder Zeitreihe 5% der Daten
zufillig kontaminiert, was einem in der praktischen Anwendung als realistisch anzunehmenden
Anteil entspricht. Die Intensitéit der Kontamination wurde dabei auf 10 gesetzt und die ent-
sprechende Paritét ist fiir jede Kontamination zufillig generiert worden. Dies entspricht einer
deutlichen Uber- bzw. Unterschiitzung des wahren Wertes der Zeitreihe. Zur Orientierung: Die
Wahrscheinlichkeit eine standardnormalverteilte Innovation der Gréflie 10 oder hoher bzw. -10
oder niedriger zu erhalten, betréigt nahezu 0. Die Simulationsergebnisse in diesem Szenario sind
in Abbildung 3.19 dargestellt.

Aulffallig ist hier vor allem, dass die parametrischen Testverfahren sichtlich unter den Konta-

minationen leiden. So gelingt es bei einem kleinen Stichprobenumfang von N = 20, selbst bei
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Abbildung 3.19: Simulierte Trennschéirfe der Testverfahren bei stationdren AR(1)-Alternativen mit 5% Kontaminationsanteil der Inten-

sitdat 10, fiir unterschiedliche Stichprobenumfinge



63

starken Korrelationen, weder dem DW-Test noch dem LB-Test, die Nullhypothese zuverlissig
zu verwerfen. Auch bei grofleren Beobachtungszahlen von bis zu N = 500 sind die Ergebnisse
sehr unbefriedigend. So sind die Tests hier zwar dazu in der Lage, das Niveau unter der Un-
abhéngigkeit einzuhalten, allerdings gelingt es ihnen weiterhin nicht, relativ starke Korrelationen
von |p1| &~ 0.4 zu erkennen. Damit erzielen diese Verfahren deutlich schlechtere Ergebnisse als die
nichtparametrischen — mit Ausnahme der K-VZ-Tests (bei N > 100) — die erneut am wenigsten
Trennschérfe aufweisen. Das groite Problem der parametrischen Verfahren besteht jedoch darin,
dass sie die Nullhypothese selbst unter deutlichen Abweichungen des Korrelationskoeffizienten
von 0 nicht eindeutig verwerfen kénnen.

Am besten gelingt es dem VNRR-Test und dem Runs-Test, mit den Kontaminationen um-
zugehen, aber auch die Trennschérfen der K-VZ-Tests und des TP-Tests werden durch sie im
Vergleich zur Simulation unter Normalbedingungen kaum verschlechtert.

Um nachvollziehen zu kénnen, wie die Kontaminationen den DW-Test und den LB-Test beein-
flussen, sind die Korrelogramme einer zufilligen Zeitreihe mit einem Beobachtungsumfang von
N = 500 sowie derselben Zeitreihe mit nachtriglich eingefiigten Kontaminationen in Abbildung
3.20 dargestellt.

Hieraus wird ersichtlich, dass die empirische Korrelation zum Lag 1 durch die Kontamina-
tionen deutlich abgeschwicht wird. Der Grund dafiir liegt in der Berechnung der empirischen
Autokorrelationskoeffizienten (s. Kap. 2.1). So werden ihr Z&hler und Nenner durch die Kontami-
nationen verzerrt, sodass diese Normierung die tatséchliche Korrelation als zu gering einschétzt.

Die nichtparametrischen Verfahren werden durch die einzelnen Kontaminationen hingegen nur
marginal beeinflusst, da die durch sie verursachten Ausreifler nicht in die Berechnung zukiinftiger
Werte eingehen. Aus diesem Grund findet kein Abklingen nach dem Auftreten extremer Werte

statt und das sequenzielle Schema wird nur in geringem Mafle und nur zum konkreten Zeit-

ACF
0.4

0.8

0.0

Lag
(a) normale Zeitreihe mit p; = 0.2

ACF
0.4

0.8

0.0

Lag

(b) kontaminierte Zeitreihe mit p; = 0.2

Abbildung 3.20: Korrelogramm einer zufiilligen Zeitreihe mit N = 500 Beobachtungen ohne
(a) und mit (b) 5% Kontaminationsanteil der Intensitét 10, bei p; = 0.2 und
kritischen Werten (blau)
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punkt der Kontamination verdndert. Auflerdem spielt die Hohe oder Intensitét des Ausschlags
fiir sie keine Rolle. Trotzdem kann es sein, dass durch die Kontaminationen z. B. ein Run
vorzeitig beendet oder ein Turning-Point filschlicherweise erzeugt wird. Da aber lediglich 5%
Kontaminationsanteile in den Zeitreihen vorhanden sind und solche Ereignisse auch unter der
Nullhypothese erfolgen kénnten, sind diese Effekte zu vernachlassigen.

Theoretisch miisste der VNRR-Test am stérksten durch die Kontaminationen beeinflusst wer-
den, da den Beobachtungen zu den entsprechenden Zeitpunkten entweder sehr hohe oder sehr
niedrige Rénge zugeordnet werden miissten. Das konnte zu einer Verzerrung der Teststatistik
fithren. Aber in diesem Szenario ist der Anteil an Kontaminationen offenbar zu gering, um eine
systematische Verschlechterung der Ergebnisse zu verursachen.

Mit diesen Erkenntnissen ist es weiter interessant, zu untersuchen, wie die verschiedenen
Verfahren reagieren, wenn der Anteil an Kontaminationen in den Zeitreihen erhoht wird. Im
Folgenden werden deshalb Szenarien betrachtet, in denen 10 bzw. 20 % der Beobachtungen in
den Zeitreihen kontaminiert worden sind. Die entsprechenden Ergebnisse zeigen die Abbildungen
3.21 und 3.22.

Wie bereits zu erwarten war, verschlechtert sich die Trennschérfe der parametrischen Verfah-
ren mit zunehmendem Anteil an Kontaminationen immer weiter. Dabei sind die Unterschiede
vor allem bei Stichprobenumfingen von N > 100 sichtbar, da die Nullhypothese in kleinen
Stichproben schon bei 5% beinahe fiir jeden Wert von p; nicht abgelehnt werden konnte. Aber
auch die iibrigen, nichtparametrischen Verfahren scheinen unter einem grofieren Anteil von Kon-
taminationen zu leiden. So verschlechtert sich auch ihre Trennschérfe mit steigendem Anteil an
Kontaminationen. Beim Beobachtungsumfingen von N < 50 und einem Kontaminationsanteil
von 20 % gelingt es dabei keinem der Verfahren, moderate bis starke Korrelationen von |p1| < 0.8
zu detektieren. Insgesamt konnen der VNRR-Test und der Runs-Test am besten mit den Kon-
taminationen umgehen, wobei diesmal der Runs-Test eine leicht bessere Trennschérfe aufweist.
Besonders auffillig ist in diesem Szenario der BDS-Test, dessen Trennschérfe unter den nicht-
parametrischen Verfahren mit Abstand am drastischsten verschlechtert wird. Dabei gelingt es
ihm aber {iberraschenderweise, anders als unter Normalbedingungen, das Niveau des Tests ein-
zuhalten. Mit steigender Kontaminationsanzahl néahert sich seine Trennschérfe jedoch der von
den parametrischen Verfahren schnell an.

Wihrend die Simulationsergebnisse fiir die meisten Verfahren mit den generellen, vorange-
gangenen Uberlegungen zu begriinden sind und sich die beschriebenen Effekte bei einer héheren
Anzahl von Kontaminationen lediglich verstirken, stellt sich nun noch die Frage, warum der
BDS-Test so auflergewohnlich reagiert. Der Grund dafiir liegt vermutlich in der Beschaffenheit
seiner Teststatistik. So spielen bei ihm, anders als bei den iibrigen nichtparametrischen Ver-
fahren, die Intensitdten der Kontaminationen eine entscheidende Rolle. Im Hinblick auf die in
Kapitel 2.8 beschriebene heuristische Veranschaulichung seiner Teststatistik, verringert sich die

Wahrscheinlichkeit, dass 2 m-Historien weiter als ¢ auseinander liegen, durch die Kontaminatio-
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Abbildung 3.22: Simulierte Trennschérfe der Testverfahren bei stationdren AR(1)-Alternativen mit 20 % Kontaminationsanteil der Inten-

sitdat 10, fiir unterschiedliche Stichprobenumfinge
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nen drastisch. Das ldsst sich damit begriinden, dass additive Ausreifler dafiir sorgen, dass die
Standartabweichung und damit auch e hier wesentlich gréfer ist als unter Normalbedingungen.
Auch kann der Test nicht — wie im Fall von Interventionen erldutert — von einer Abkling-
phase nach extremen Werten profitieren. Auf diese Weise konnte dem Test die Erkennung von
Korrelationsstrukturen erschwert werden.

Weiter interessiert es, inwieweit die Intensitét der Kontamination fiir die verschiedenen Test-
verfahren eine Rolle spielt. Exemplarisch wurden deshalb Zeitreihen mit Beobachtungsumfiangen
von N = 50 und N = 500 sowie einem Kontaminationsanteil von 5% simuliert. Die Intensitét
der Kontaminationen ist dabei auf 5, 20, 50 und 100 gesetzt worden. Die entsprechenden Simu-
lationsergebnisse sind in Abbildung 3.23 und 3.24 dargestellt.

Es fillt auf, dass die Trennschérfen des VNRR-Tests, des Runs-Tests, des TP-Tests sowie der
K-VZ-Tests durch eine Verdnderung der Kontaminationsintensitét nicht sichtbar beeinflusst
werden. Da diese Testverfahren lediglich das sequenzielle Schema der Beobachtungen bzw. ihre
Rénge betrachten und somit die konkreten Werte der Beobachtungen fiir die Tests keine Rolle
spielen, sind diese Ergebnisse auch gut nachvollziehbar. Auf der anderen Seite reagieren die pa-
rametrischen Verfahren sowie der BDS-Test deutlich auf die oben beschriebenen Anderungen.
Thre Trennschérfen leiden mit gréfler werdender Intensitét zunehmend stark unter den Kontami-
nationen, sodass sie unabhéngig von Stichprobenumfang bei Intensititen grofler 50 quasi nicht
mehr in der Lage sind, die Nullhypothese der Unabhéngigkeit zu verwerfen. Bis zu einer Inten-
sitdt von 50 konnen in groflen Stichproben von N = 500 zumindest noch extreme Korrelationen
mit |p1| > 0.9 relativ zuverléssig detektiert werden.

Diese Beobachtungen zu den parametrischen Verfahren lassen sich dabei mit den oben dis-
kutierten, durch die Kontaminationen verursachten Verschleierungen von Korrelationen, be-
griinden. Im Fall des BDS-Tests ldasst sich die drastische Verschlechterung erneut auf die Be-
schaffenheit seiner Teststatistik zuriickfiithren, die im Wesentlichen auf den Abstinden zwischen
den Beobachtungen und dem Schwellenwert € basiert. Anders als bei den iibrigen nichtparametri-
schen Testverfahren spielen hier die konkreten Werte der Beobachtungen also eine entscheidende
Rolle und starke Ausreifier, die die Standartabweichung der Stichprobe verdndern, verzerren die
Testentscheidungen des BDS-Tests.

Insgesamt zeigt sich eine deutliche Uberlegenheit nichtparametrischer Testverfahren — mit
Ausnahme des BDS-Tests — im Fall, dass die betrachteten Zeitreihen Kontaminationen enthal-
ten. Bei bis zu 5 % Kontaminationsanteil leiden diese Verfahren kaum unter den Verunreinigun-
gen und deren Intensitét spielt fiir sie keine Rolle. Die Trennschérfen des DW-Tests und des
LB-Tests hingegen verschlechtern sich in solchen Szenarien so stark, dass sémtliche nichtpara-
metrischen Verfahren — mit Ausnahme der K-VZ-Tests — die Nullhypothese unabhéngig vom
Stichprobenumfang bei geringeren Korrelationen verwerfen kénnen. Auch profitieren sie weni-
ger von einem wachsenden Stichprobenumfang, sodass davon ausgegangen werden kann, dass

Kontaminationen die Konsistenzeingenschaften dieser Tests verschlechtern. Trotzdem gelingt es
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den parametrischen Verfahren weiterhin, das Niveau unter der Unabhéngigkeit einzuhalten. Mit
steigender Anzahl von Verunreinigungen fallt auf, dass auch die nichtparametrischen Verfah-
ren ebenfalls geringere Trennschérfen aufweisen. Diese Verschlechterungen fallen jedoch — mit
Ausnahme von der des BDS-Tests — deutlich geringer aus als bei den parametrischen Verfah-
ren, sodass sie auch hier die bessere Wahl darstellen. Eine Erhohung der Intensitdt von den
Kontaminationen fiihrt in diesem Zusammenhang bei den parametrischen Verfahren sowie beim
BDS-Test zu einer deutlichen Verschlechterung der Trennschérfe, wihrend die iibrigen nicht-
parametrischen Verfahren in diesem Szenario von ihren robusten Eigenschaften profitieren. Als
nichtparametrischer Test mit der besten Trennschirfe stellen der VNRR-Test und der Runs-Test
also gute Wahlen zur Uberpriifung von Korrelationsstrukturen dar, falls davon auszugehen ist,
dass die betrachteten Zeitreihen Kontaminationen enthalten. Bei einem zu erwartenden Konta-
minationsanteil von mehr als 5 % bietet sich dabei der Runs-Test aufgrund seiner leicht stéirkeren
Robustheit an.

3.1.4 Abweichungen von der Varianzhomogenitit

Eine weitere Annahme, die vielen der Testverfahren zugrunde liegt, ist die der Varianzhomoge-
nitat in der Zeitreihe. Es wird dabei davon ausgegangen, dass die Innovationen in einer Zeitrei-
he stets dieselbe Varianz aufweisen. Situationen, in denen diese Voraussetzung nicht erfiillt ist,
stellen z. B. Uberwachungsmessungen an Maschinenelementen dar, deren Verhalten sich in Zu-
ge allméhlicher Verdnderungen des zu iiberwachenden Vorgangs verdndert. Solche Ereignisse
konnen z. B. sich anbahnende Uberhitzungen bzw. Uberlastungen der Maschine oder Anlauf-
vorgénge sein. Typisch dabei ist, dass die Varianz des Prozesses vor solchen Events zunimmt.
Um zu iiberpriifen, inwieweit Verletzungen dieser Voraussetzung die Trennschérfe der Test-
verfahren beeinflussen, werden im Folgenden genau solche Szenarien untersucht. Dafiir wurden
Zeitreihen erzeugt, in denen die Varianz iiber die Zeit hinweg zunimmt. Konkret wurde die
Varianz am Anfang der Zeitreihe auf 1 gesetzt und am Ende der Zeitreihe auf N/10, wobei
sie gleichméfBig mit steigender Beobachtungszahl zunimmt. Es gilt zu beachten, dass die Be-
obachtungen in diesem Fall nie zufillig sind. So handelt es sich nicht um identisch verteilte
Zufallsvariablen, selbst wenn p; = 0 gilt. Es liegen dann lediglich keine Autokorrelationen vor —
wohl aber eine Abhéngigkeitsstruktur iiber die Zeit. Da alle der betrachteten Tests — bis auf den
BDS-Test — hauptséichlich Autokorrelationen des Prozesses als Art von Abhéngigkeitsstruktur
aufzudecken versuchen, ist es von Interesse, wie sie in diesem Szenario reagieren. So wiére es
einerseits wiinschenswert, dass die Erkennung von Autokorrelationen nicht negativ durch die
wachsende Varianz beeinflusst wird, andererseits kann es auch von Vorteil sein, wenn ein Ver-
fahren in der Lage ist, die unterschiedliche Verteilung der Beobachtungen als Abweichung von
der Zufilligkeit der Zeitreihe zu detektieren. Die Ergebnisse der Simulation unter den oben be-
schriebenen Voraussetzungen sind in Abbildung 3.25 fiir unterschiedliche Stichprobenumfinge

dargestellt.
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Im Vergleich zu den Ergebnissen unter Normalbedingungen féllt auf, dass die K-VZ-Tests,
der Runs-Test sowie der TP-Test, die lediglich auf dem sequenziellen Schema der Beobach-
tungen basieren, durch die wachsende Varianz kaum beeinflusst werden. Der DW-Test sowie
der VNRR-Test reagieren ebenfalls nicht besonders stark, lehnen die Nullhypothese jedoch, un-
abhéngig von Stichprobenumfang, in Bereichen sehr geringer oder fehlender Korrelation seltener
ab. Der DW-Test scheint dadurch leichte Probleme mit der Einhaltung des Niveaus zu entwi-
ckeln. In diesem Szenario stechen besonders der BDS-Test und der LB-Test hervor, da sie die
wachsende Varianz, bei einem fiir den BDS-Test geeigneten Stichprobenumfang von N = 500,
als Abhéngigkeitsstruktur zu erkennen scheinen. Der LB-Test schafft es dann nicht mehr, das
Niveau unter der Unabhéngigkeit einzuhalten und verwirft die Nullhypothese im Bereich um
p1 = 0 in ungefihr 50 % der Fille. Beim BDS-Test ist das Verhalten so stark ausgeprigt, dass
er die Nullhypothese auf dem gesamten Spektrum deutlich ablehnt.

Um die Robustheit des K-VZ-Tests, des Runs-Tests und des TP-Tests bei wachsender Varianz
nachvollziehen zu kénnen, ist es sinnvoll, einen Blick auf die Struktur der daraus resultierenden
Zeitreihen zu werfen. Zwei solcher Zeitreihen sind zur Veranschaulichung in Abbildung 3.26 dar-
gestellt. Dort ist die Varianzénderung klar erkennbar. Bei einem Vergleich mit Abbildung 3.3
wird jedoch deutlich, dass das sequenzielle Schema durch die sich &ndernde Varianz nicht stark
beeinflusst wird. Dieses Verhalten ist wenig verwunderlich, da die Varianz, solange der Erwar-
tungswert der Innovationen 0 entspricht, keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeiten P(w; < 0)
bzw. P(w; > 0) hat, die nach wie vor 0.5 entspricht. Weiter sind die Hohen der Ausschlige, die
eine wesentliche Konsequenz einer wachsenden Varianz darstellen, fiir die betrachteten, nicht-
parametrischen Verfahren irrelevant.

Die Reaktionen des DW-Tests und des LB-Tests lassen sich auf Abweichungen der empiri-
schen Autokorrelationskoeffizienten von der ihnen durch die Verfahren unterstellten Normalitéit

zuriickfithren. Diese Abweichung wird durch die Varianzheterogenitit der Beobachtungen ver-
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Abbildung 3.26: Zeitreihen mit N = 100 Beobachtungen mit wachsender Varianz fiir p; = 0.5
(a) und p; = -0.5 (b), mit Nulllinie (rot) und empirischem Median (blau)
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ursacht und erschwert das Annehmen der Nullhypothese bei fehlender Korrelation. Zur Veran-
schaulichung sind Korrelogramme zweier zufalliger Zeitreihen mit einem Beobachtungsumfang
von N = 500 fiir p; = 0 mit und ohne wachsende Varianz in Abbildung 3.27 dargestellt.

Im direkten Vergleich der Korrelogramme kann festgestellt werden, dass die wachsende Vari-
anz dazu fithrt, dass groflere und damit signifikante empirische Korrelationen in der Zeitreihe
vorkommen. So iiberschreiten 4 der ersten 15 betrachteten Autokorrelationskoeffizienten trotz
fehlender Korrelation die unter Normalbedingungen geltenden kritischen Werte (blaue Linien).
Dies fithrt vor allem beim LB-Test dazu, dass er deutliche Schwierigkeiten hat, die Nullhypo-
these unter solchen Umsténden korrekterweise beizubehalten. Das Verhalten lésst sich dadurch
erkldren, dass nahe beieinanderliegende Beobachtungen — abhéngig von der Position in der
Zeitreihe — dazu neigen, betragsmifig moderate (am Anfang) oder grofie Werte (am Ende)
anzunehmen, wodurch die empirischen Korrelationskoeffizienten die tatséichliche Korrelation in
der Zeitreihe iiberschétzen.

Beim VNRR-Test wirkt sich die wachsende Varianz insofern auf die Teststatistik aus, dass
sehr kleine bzw. grofle Rénge systematisch hdufiger am Ende der Zeitreihe vergeben werden.
Aus diesem Grund ist es dort auch wahrscheinlicher, dass selbst bei p; = 0 nur geringe Rangun-
terschiede am Anfang bzw. grofie am Ende der betrachteten Zeitreihe auftreten. Das erméglicht
dem Test, Abweichungen von der Unabhéngigkeitsannahme zu erkennen und die Nullhypothese
in diesen Bereichen 6fter zu verwerfen, als es unter Normalbedingungen der Fall ist.

Die aulergewthnliche Sensitivitdt des BDS-Tests in Bezug auf diese Abweichung von der
Zufilligkeit ist auf die Beschaffenheit seiner Teststatistik zuriickzufiihren (s. Kap. 2.8). So wird
beim BDS-Test im Prinzip tiberpriift, ob der Abstand zwischen Beobachtungen unabhéngig von
ihrer zeitlichen Ordnung — und damit ihrer Position in der Zeitreihe ist. Da eine Zeitreihe mit
wachsender Varianz offenbar genau diese Eigenschaften nicht erfiillt, sondern dazu fiihrt, dass

Absténde zwischen Beobachtungen im Verlauf der Zeitreihe immer gréfler werden, ist die Verwer-
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Abbildung 3.27: Korrelogramme von Zeitreihen mit N = 500 Beobachtungen ohne (a) und mit
(b) wachsender Varianz, fiir p; = 0 und kritischen Werten (blau)



74

fung der Nullhypothese unabhéingig von p; bei hinreichend grofler Beobachtungszahl nachvoll-
ziehbar. Da der BDS-Test so sensibel auf die wachsende Varianz reagiert, ist es von Interesse, wie
er sich bei unterschiedlichen maximalen Varianzen der Innovationen verhélt. Aus diesem Grund
ist die Trennschérfe des Tests in Abbildung 3.28 fiir einen Stichprobenumfang von N = 500 in
Abhéngigkeit von p; und der Varianz am Ende der Zeitreihe illustriert. Dabei wurden maximale
Varianzen von 1 — 50 in Schritten von einer Einheit und zusétzlich schrumpfende Varianzen von
1/10 — 9/10 der Ausgangsvarianz betrachtet.

Dabei zeigt sich, dass der Test duflerst sensibel auf Varianzénderungen dieser Art regiert und
bereits bei gering wachsender Varianz mit bemerkenswerter Treffsicherheit erkennt, wann eine
Heterogenitdt der Varianzen vorliegt.

Im Vergleich dazu verdeutlicht der selbige Simulationsaufbau fiir den LB-Test in Abbildung
3.29, dass hier lediglich die Spezifitdt unter der Nullhypothese bei dem Vorliegen einer wachsen-
den Varianz abnimmt und damit das Niveau des Tests nicht mehr eingehalten werden kann. Da-
bei ist der konkrete maximale Wert der Varianz irrelevant und es scheint, als wiirde der LB-Test
durch sie niemals eine klare Ablehnung der Nullhypothese erreichen kénnen. Diese Ergebnis-
se sind mit obigen Uberlegungen durch die Abweichungen von der Normalitiit der empirischen

Autokorrelationskoeffizienten zu erkliaren.
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Abbildung 3.28: Simulierte Trennschérfen des BDS-Tests bei wachsender Varianz der Innova-
tionen in Abhéngigkeit von p; und der Varianz am Ende der Zeitreihe, bei
N = 500 Beobachtungen
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Abbildung 3.29: Simulierte Trennschéirfen des LB-Tests bei wachsender Varianz der Innovatio-
nen in Abhéngigkeit von p; und der Varianz am Ende der Zeitreihe, bei N = 500
Beobachtungen

Insgesamt zeigen diese Simulationsergebnisse, dass die Robustheit derjenigen Verfahren, die
lediglich das sequenzielle Schema der Beobachtungen heranziehen, dazu fiihrt, dass Korrela-
tionen ungeachtet einer sich dndernden Varianz in der Zeitreihe sicher erkannt werden kénnen.
Parametrische Tests dagegen leiden unter den Verletzungen der Annahmen, sodass sie Schwierig-
keiten haben, das Niveau einzuhalten. Es gelingt ihnen aber auch nicht, eine klare Entscheidung
gegen die Unabhingigkeit aufgrund der Varianzinhomogenitit zu treffen. Besonders der LB-
Test wird durch sie in grolem Mafle beeinflusst und stellt in diesem Szenario keine gute Wahl
zur Uberpriifung auf Autokorrelationen oder auf Varianzheterogenititen in den Zeitreihen dar.
Auch der VNRR-Test, bei dem zumindest die Range der Beobachtungen eine Rolle spielen, wird
von einer wachsenden Varianz beeinflusst und hat Schwierigkeiten damit, das Niveau des Tests
einzuhalten. Ist es von Interesse, zusétzlich eine Abweichung von der Homogenitdtsannahme der
Varianzen zu erkennen, so iiberzeugt der BDS-Test bei hinreichend groflem Stichprobenumfang
durch seine bemerkenswerte Sensibilitdt unter solchen Alternativen. Falls lediglich untersucht
werden soll, ob Autokorrelationen in einer Zeitreihe vorliegen, ist der Runs-Test eine gute Wahl,
da er eine gute Trennschirfe aufweist und — anders als der VNRR-Test — nicht durch die

Varianzheterogenitéit beeinflusst wird.
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3.1.5 Anderungen des Niveaus

Eine wichtige Voraussetzung fiir die Modellierung und Prognose von Zeitreihen stellt die Eigen-
schaft eines konstanten Niveaus dar. Oft wird dafiir die Stationaritdt des zugrunde liegenden
Prozesses vorausgesetzt, die einen zeitunabhingigen, konstanten Erwartungswert der einzelnen
Beobachtungen unterstellt (s. Kap. 2.1). In der Praxis ist diese Voraussetzung wegen ihrer Stirke
jedoch sehr selten erfiillt, sodass kurz- oder langfristige Anderungen des Niveaus diverser For-
men héufig zu beobachten sind. Im Weiteren soll deshalb untersucht werden, wie die einzelnen

Testverfahren auf verschiedenartige Anderungen des Niveaus der Zeitreihe reagieren.

Spriinge

Zunichst soll der Fall betrachtet werden, dass Spriinge in der Zeitreihe auftreten. Solche
Abhéngigkeitsstrukturen sind in Situationen von Interesse, in denen zeitliche Prozesse tiberwacht
werden, deren Niveau sich infolge bestimmter Ereignisse abrupt #dndert. Ein Beispiel dafiir
sind Hochwasserstatistiken oder Drucksondierungen in geringen Zeitabsténden, in denen sol-
che Niveaudnderungen infolge von Starkregenereignissen oder Schichtwechseln auftreten kénnen.
Ahnlich wie im Fall von wachsenden Varianzen ist es dabei einerseits — abhingig von Anwen-
dungsgebiet — von Interesse, welche der Verfahren robust reagieren, also Abweichungen des Para-
meters p; von 0 trotz des Sprunges dhnlich zuverldssig wie unter Normalbedingungen erkennen.
Andererseits stellt das Springen einer Zeitreihe auch eine Abweichung von ihrer Zufélligkeit dar,
sodass sich die Frage stellt, welche Verfahren in der Lage sind, diese Systematik zu erkennen.
Um zu untersuchen, in welcher Art die hier betrachteten Testverfahren reagieren, wurden
Zeitreihen der Lange N konstruiert, die bis zur (N/2)-ten Beobachtung einen Mittelwert von
-1.96/2 aufweisen und danach einen Sprung der Hohe 1.96 nach oben vollziehen. Dieser Wert
entspricht dabei ungefahr dem 95-%-Quantil der Standartnormalverteilung, sodass sich unter
der Annahme der Unabhéngigkeit vor und nach dem Sprung approximativ nur 32.7 % der Werte
iiberlappen sollten. Dieser Wert kann berechnet werden, indem das Integral der Normalverteilung
mit dem grofleren Erwartungswert bis zum Schnittpunkt der beiden Verteilungen (der genau
in der Mitte zwischen beiden Erwartungswerte — also im Nullpunkt liegt) verdoppelt wird.
Dies ist moglich, da es sich um Verteilungen mit identischer Varianz handelt und die konkrete

Uberlappung kann in R also berechnet werden durch:
2 - pnorm(0, mean = 1.96/2, sd = 1).

Diese Beschaffenheit garantiert zumindest theoretisch einen Median von 0 in der vorliegenden
Zeitreihe, sodass keine Zentrierung fiir die K-VZ-Tests durchgefithrt werden muss. Die Simula-
tionsergebnisse fiir dieses Szenario wurden dabei in Abbildung 3.30 dargestellt.

Hier ist besonders auffallig, dass die Annahmebereiche sdmtlicher Tests — mit Ausnahme des
TP-Tests — in den Bereich negativer Korrelationen verschoben sind. Am stérksten ist diese Ver-

schiebung bei den K-VZ-Tests ausgepriagt und am schwéchsten beim DW-Test. Weiter scheinen
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der BDS-Test und der LB-Test die Abweichung von der Zufilligkeit, &hnlich wie im vorherigen
Abschnitt, bei hinreichend grolem Stichprobenumfang zu erkennen. Der LB-Test reagiert dabei
deutlich sensitiver, sodass dieser die Nullhypothese bereits bei einem Beobachtungsumfang von
N = 100 fiir jegliche Werte von p; verwerfen kann. Auch fiir die K-VZ-Tests kann die Nullhy-
pothese durch die extreme Verschiebung — bis auf den Bereich sehr extremer Korrelationen —
fast auf dem gesamten Spektrum von p; verworfen werden. Somit liegt auch hier die Vermutung
nahe, dass sich diese Tests fiir die Detektion von Spriingen eignen.

Die Tatsache, dass der TP-Test unter diesen Voraussetzungen so robust reagiert, ist wenig ver-
wunderlich, da lediglich die Anzahl der Turning-Points in die Teststatistik einflieft. Diese wird
von dem Sprung — zumindest bis auf den konkreten Zeitpunkt in dem er stattfindet — nicht
beeinflusst. Um das Verhalten der tibrigen Tests nachvollziehen zu kénnen, scheint es sinnvoll,
wieder typische simulierte Zeitreihen dieser Form sowie die dazugehédrigen Korrelogramme zu
betrachten. Zunéchst wurde dafiir eine Zeitreihe mit N = 100 Beobachtungen unter der Null-
hypothese sowie dieselbe Zeitreihe mit einem nachtréglich modellierten Sprung gemeinsam mit

den zu ihnen gehorenden Korrelogrammen in Abbildung 3.31 dargestellt.
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Abbildung 3.31: Zeitreihen mit N = 100 Beobachtungen ohne (a) und mit (b) Sprung der Hohe
1.96 beim Index 50, fiir p; = 0, mit zugehorigen Korrelogrammen ((c) und (d)),

Nulllinien (rot) und empirischem Median bzw. kritischen Werten (blau)
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Hieraus wird deutlich, dass das Springen die empirischen Autokorrelationskoeffizienten stark
beeinflusst. So iiberschreiten fast sémtliche, vom LB-Test betrachteten Korrelationsschitzer den
kritischen Wert unter der Nullhypothese. Dieses Verhalten ldsst sich auf die Berechnung der
empirischen Autokorrelationskoeffizienten zuriickfithren (s. Kap. 2.1). So entspricht der Mit-
telwert Z in den hier betrachteten Zeitreihen aufgrund ihrer Konstruktion zwar anndhernd O,
er unterscheidet sich jedoch faktisch fiir die erste und zweite Hélfte der Beobachtungen. Kon-
kret betrigt er in der ersten Hélfte ca. -1.96/2 und in der zweiten ca. 1.96/2. Die Summanden
im Z#hler des Schétzers sind dementsprechend in beiden Teilen immer deutlich grofler als bei
einer unabhéingigen Zeitreihe ohne Sprung, sodass die empirischen Autokorrelationskoeffizien-
ten die wahre Autokorrelation stark iiberschitzen. Aus diesem Grund ist nachvollziehbar, dass
diejenigen Testverfahren, die auf den empirischen Autokorrelationskoeffizienten basieren, die
Nullhypothese trotz fehlender Korrelationen ablehnen.

Weiter lésst sich anhand von Abbildung 3.31 erkennen, dass das sequenzielle Schema sowohl
in Bezug auf den Median, als auch auf das Nullniveau schwerwiegend verdndert wird. So gibt
es zum einen deutlich ldngere und damit weniger Runs, sodass die Testentscheidung des Runs-
Tests stark beeinflusst wird und eine Verwerfung der Nullhypothese im Fall p; = 0 offensichtlich
werden ldsst. Im Hinblick auf die K-VZ-Tests wird anhand dieses Beispiels deutlich, dass die
Teststatistik sehr kleine Werte annimmt, da die Anzahl der Vorzeichenblécke sehr gering ist
und jeder Block dementsprechend viele Beobachtungen enthélt. Fiir noch grofiere Spriinge ist zu
erwarten, dass sich der Wert der Teststatistik seinem Minimum annéhern wiirde, da irgendwann
mit hoher Wahrscheinlichkeit lediglich zwei Vorzeichenblocke vorhanden sind und alle K-VZ-
Tests fiir K > 3 hier stets eine Tiefe von 0 aufweisen wiirden. Weiterhin hat der Sprung einen
Einfluss auf die Rénge der Beobachtungen, die in den jeweiligen Abschnitten deutlich enger
zusammenliegen als es unter der Unabhiingigkeit zu erwarten wére. So werden am Anfang der
Zeitreihe systematisch niedrigere — und am Ende der Zeitreihe hohe Rénge vergeben, sodass
auch die Ergebnisse des VNRR-Tests durch dem Sprung verzerrt werden.

Um nachzuvollziehen, warum die Annahmebereiche der meisten Tests in den Bereich ne-
gativer Korrelationen verschoben werden, scheint es sinnvoll, erneut typische Zeitreihen und
Korrelogramme unter Alternativen zu betrachten, bei denen eine Verwerfung der Nullhypothese
filschlicherweise nicht stattfinden kann. Eine solche Zeitreihe ist in Abbildung 3.32 fiir einen
Autokorrelationskoeffizienten von p; = -0.65 illustriert.

Im Vergleich zu Abbildung 3.31 fillt vor allem auf, dass die Werte der Autokorrelationsfunk-
tion insgesamt geringer ausfallen als bei fehlender Korrelation. Besonders auffiillig ist, dass g;
einen sehr kleinen Wert aufweist und nicht mehr als signifikant erhoht eingestuft wird. Die ne-
gative Korrelation scheint also die Mittelwertunterschiede bei der Berechnung der empirischen
Autokorrelationskoeffizienten auszugleichen, sodass der DW-Test die Nullhypothese unter sol-
chen Alternativen filschlicherweise beibehélt. Da lediglich der erste Autokorrelationskoeffizient

so stark beeinflusst wird, ist auch versténdlich, warum der LB-Test die Nullhypothese hier trotz-
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Abbildung 3.32: Zeitreihe mit N = 100 Beobachtungen mit Sprung der Hohe 1.96 nach der
Halfte der Beobachtungen, fiir p; = -0.65 (a), mit zugehorigem Korrelogramm
(b), Nulllinie (rot) und empirischem Median bzw. kritischen Werten (blau)

dem erfolgreich verwerfen kann. Auch die Anzahl der Runs fallt durch die negative Korrelation
deutlich grofler aus als bei einem Sprung falls p; = 0 gilt. Auf der anderen Seite ist sie deutlich
kleiner als im Fall p; = -0.65, wenn kein Sprung in der Zeitreihe vorhanden ist. Auf diese Weise
wird der Effekt des Sprungs durch die negative Korrelation kompensiert und der Wert der Runs-
Statistik ndhert sich bei bestimmten Alternativen dem unter der Nullhypothese zu erwartenden
Wert an. Dadurch ist deren Verwerfung nicht mehr méglich. Ahnliche Uberlegungen kénnen auch
fiir die Rédnge der Beobachtungen angestellt werden, deren sukzessive Absténde sich bei einer
bestimmten negativen Korrelation denen unter der Nullhypothese annéihern. Die Tatsache, dass
der DW-Test die Nullhypothese bei einer deutlich weniger stark ausgepréigten negativen Korre-
lation nicht ablehnt, obwohl der Wert g7 in Abbildung 3.32 hinreichend klein zu sein scheint,
liegt an der Beschaffenheit seiner Teststatistik (vgl. Kap. 2.3). Wie dort erldutert, beruht die
Umformung des Wertes Ty lediglich auf der Annahme, dass jede der Beobachtungen einen
Mittelwert von 0 aufweist. Dies ist bei den vorliegenden Zeitreihen mit Sprung offensichtlich
nicht der Fall. Somit ist hier eine Riickfithrung auf den empirischen Autokorrelationskoeffizien-
ten pp nicht gerechtfertigt. Trotzdem scheint sich die Teststatistik bei einem bestimmten Ausmaf}
an negativer Autokorrelation dem Wert der Teststatistik unter der Nullhypothese anzunéhern.
Als Konsequenz ist der Test dann nicht in der Lage, diese zu verwerfen, obwohl Korrelationen
vorliegen.

Besonders stechen in diesem Szenario die K-VZ-Tests heraus, bei denen die Nullhypothese
lediglich im Bereich sehr extremer Korrelationen beibehalten wird. Aber auch der BDS-Test
sowie der LB-Test fallen auf, da sie, dhnlich wie bei einer wachsenden Varianz, Verletzungen der
Zufilligkeitsannahmen durch den Sprung zu detektieren scheinen. Um ein genaueres Bild iiber
dieses Verhalten zu bekommen, wurden die Trennschérfen dieser Tests in den Abbildungen 3.33,

3.34 und 3.35 in Abhéngigkeit von der Sprunghthe und von p; dargestellt.
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Abbildung 3.33: Simulierte Trennschérfen des 5-VZ-Tests bei einem Sprung in Abhéngigkeit von
p1 und der Sprunghdhe, bei einer Beobachtungszahl von N = 500
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Abbildung 3.34: Simulierte Trennschérfen des BDS-Tests bei einen Sprung in Abhéngigkeit von
p1 und der Sprunghéthe, bei einer Beobachtungszahl von N = 500
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Abbildung 3.35: Simulierte Trennschérfen des LB-Tests bei einen Sprung in Abhéngigkeit von
p1 und der Sprunghdhe, bei einer Beobachtungszahl von N = 500

Zunéchst ist dabei zu erkennen, dass der Effekt der Sprunghohe offensichtlich unabhéngig
davon ist, ob die Zeitreihe einen Sprung nach unten oder oben vollzieht — lediglich die Hohe
des Sprunges spielt eine Rolle fiir die betrachteten Testverfahren. Beim 5-VZ-Test wird deutlich,
dass die Sprunghohe einen starken Einfluss auf seine Testentscheidung hat. So verschiebt sich
der Annahmebereich mit zunehmender Sprunghohe schnell und deutlich in den Bereich von ne-
gativen Korrelationen und schon ab einer betragsméfiigen Sprunghthe von 0.6 werden lediglich
Alternativen mit einer Korrelation von ca. -0.9 bis -0.8 nicht verworfen. Der Grund hierfiir liegt
wieder in der Beschaffenheit seiner Teststatistik. So fiihrt der Sprung — wie es beispielswei-
se in Abbildung 3.31 zu erkennen ist — dazu, dass deutlich weniger Blocke mit alternierenden
Vorzeichen vorhanden sind, als es unter der Nullhypothese zu erwarten wire. Auflerdem weisen
sie stark differierende Blockgroflen auf, wodurch die Teststatistik dahingehend verdndert wird,
dass eine Beibehaltung der Nullhypothese nicht mehr méglich ist. Ahnlich wie bei den anderen
Tests scheint es hier aber zu jeder Sprunghthe einen Autokorrelationskoeffizienten zu geben, der
dafiir sorgt, dass die Teststatistik einen Wert annimmt, der nah an einem unter der Nullhypo-
these zu erwartenden liegt. Somit kann eine Verwerfung der Nullhypothese in diesem Fall nicht
stattfinden. Auffillig im Vergleich zu den anderen Testverfahren ist auflerdem, dass dieser An-
nahmebereich mit zunehmender Sprunghthe deutlich kleiner wird und bei einer Sprunghéhe von
ca. 2 eine sehr extreme negative Korrelation von ca. -0.99 nétig ist, um die Wahrscheinlichkeit

von einer Verwerfung der Nullhypothese zu verringern.
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In der entsprechenden Grafik fiir den BDS-Test (Abb. 3.34) lisst sich ein dhnliches Verhalten
erkennen. So verschiebt sich auch hier der Annahmebereich mit zunehmender Sprunghdhe in
den Bereich negativer Korrelationen. Dies geschieht jedoch deutlich weniger schnell und extrem
als beim 5-VZ-Test, sodass die Nullhypothese zum Vergleich bei einer Sprunghthe von 0.6 in
einem Bereich von -0.2 bis 0.1 selten verworfen wird. Insbesondere erkennt der Test bei einer
hinreichend grofien Sprunghthe von ca. 2 die Abweichungen von der Nullhypothese unabhéngig
vom Wert des Parameters p; und verwirft sie fiir mehr als 95% der simulierten Zeitreihen.

Der LB-Test scheint hier am besten geeignet zu sein, um Spriinge in der Zeitreihe zu detek-
tieren. So gelingt es ihm bereits ab einer Sprunghthe von 0.5 die Nullhypothese eindeutig zu
verwerfen. Bei kleineren Sprunghdhen bleibt derjenige Bereich, in dem die Nullhypothese beibe-
halten wird, relativ konstant und verschiebt sich — anders als bei den iibrigen Verfahren — nicht
in den Bereich negativer Korrelationen. Der Grund dafiir, dass der Test die Abweichungen von
der Unabhéngigkeit detektiert, liegt dabei in dem Verhalten der empirischen Autokorrelations-
koeffizienten, das in Abbildung 3.31 dargestellt wird. Mit den oben gewonnenen Erkenntnissen
lésst sich auch die fehlende Verschiebung in den Bereich negativer Korrelationen erklidren. So
kann eine negative Korrelationen 1. Grades anscheinend lediglich dazu fithren, dass g; nicht
mehr als signifikant erhéht erkannt wird. Sie kann aber den Effekt des Sprunges auf die iibrigen

Autokorrelationskoeffizienten nicht verschleiern.

Trend

Anderungen des Niveaus einer Zeitreihe kénnen — anders als durch einen Sprung — auch schritt-
weise und allméhlich erfolgen. Im Folgenden wird deshalb untersucht, in welcher Weise sich ein
Trend in der Zeitreihe auf die Testverfahren auswirkt. Dazu sind Zeitreihen zu unterschiedlichen
Autokorrelationskoeffizienten und Beobachtungsumfingen N mit einem Trend der Steigung 2/N
simuliert worden. Das entspricht einem Szenario, in dem eine steigende Beobachtungszahl mit ei-
ner erhdhten Abtastrate desselben Abschnittes vom zugrunde liegenden Prozess einhergeht. Der
Gesamtanstieg des Niveaus entspricht also fiir jeden Beobachtungsumfang 2. Im Hinblick auf die
K-VZ-Tests wird dabei sichergestellt, dass die Zeitreihen einen Median von 0 aufweisen. Hier
ist wieder von Interesse, welche Verfahren ungeachtet des Trends Autokorrelationen erkennen
konnen. Andererseits sind Trends in Zeitreihen mit dem bloflen Auge bisweilen nicht erkennbar
bzw. eine optische Inspektion ist nicht moglich. Dann ist es ebenfalls sinnvoll, zu untersuchen,
welche Testverfahren den Trend als Abweichung von der Zufilligkeit detektieren kénnen.
Mathematisch werden im Folgenden Modelle der Form:
T = % (t— g) + oz Fw,  |p1| <1, wi~WN(0,08 )

fir t € {1,..., N} betrachtet. Die entsprechenden Simulationsergebnisse fiir die einzelnen Test-
verfahren sind in Abbildung 3.36 dargestellt.
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Abbildung 3.36: Simulierte Trennschérfe der Testverfahren bei stationdren AR(1)-Alternativen mit Trend der Steigung 2/N, fiir unter-
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Beim Betrachten der Grafik zeigt sich ein &hnliches Verhalten wie im Fall, dass ein Sprung in
die Zeitreihe modelliert wurde. So verschieben sich die Annahmebereiche der meisten Testverfah-
ren in den Bereich von negativen Korrelationen. Insgesamt fillt aber auf, dass die Verschiebungen
weniger extrem sind, obwohl die Hohe des gesamten Niveauanstieges in etwa der des Sprunges
entspricht. Weiter ist zu bemerken, dass sowohl der DW-Test als auch der TP-Test trotz des
Trends keinerlei Verschiebungen zeigen und der Annahmebereich dem der Simulation unter Nor-
malbedingungen entspricht. Ein weiterer bemerkenswerter Unterschied betrifft den BDS-Test.
Im Gegensatz zum Fall des Sprunges scheint er hier, auch bei groem Stichprobenumfang, keine
Abweichungen von der Nullhypothese durch den Trend zu detektieren. Sein Annahmebereich
ist dabei ebenfalls verschoben und von allen Verfahren weist er zu jedem Stichprobenumfang
die geringste Trennschérfe auf. Der LB-Test verhélt sich d&hnlich wie beim Sprung und verwirft
die Nullhypothese der Unabhéngigkeit bereits bei einem Beobachtungsumfang von N = 100
zuverléssig.

Um zu ergriinden, wie diese Reaktionen der Testverfahren zu erklidren sind, wurden erneut
eine Zeitreihe unter der Nullhypothese sowie die gleiche Zeitreihe mit nachtréiglich eingefiigtem
Trend gemeinsam mit den zugehorigen Korrelogrammen in Abbildung 3.37 dargestellt.

Dabei ist eine dhnliche Systematik wie im Fall eines Sprunges erkennbar. So werden die em-
pirischen Autokorrelationskoeffizienten bei vorhandenem Trend erhoht, wodurch die Fiahigkeit
des LB-Tests, den Trend zu detektieren, nachvollziehbar wird. Im Vergleich mit der Zeitreihe
des Sprunges (s. Abb. 3.31) sind die empirischen Autokorrelationskoeffizienten aber deutlich
schwicher ausgeprigt. Dieses Verhalten konnte eine Erklirung fiir die weniger starke Verschie-
bung vom Annahmebereich des DW-Tests in den Bereich von negativen Korrelationen sein. Des
Weiteren ist ersichtlich, dass die Anzahl der Median- bzw. Nulldurchgéinge aufgrund des Trends
abnimmt. Dieser Effekt duflert sich jedoch weniger stark als bei einem Sprung. Das ist damit zu
erklédren, dass der lokale Mittelwert der Zeitreihe beim Sprung stets ca. eine Einheit vom Null-
niveau bzw. empirischen Median von 0 entfernt ist, wobei dies beim Trend nur bei der ersten
und letzten Beobachtung der Fall ist. Konkret betridgt der erwartete Abstand von Beobachtung
t € {1,.., N} zum Mittelwert im Fall von N Beobachtungen lediglich

N 2 2t
— ) 2= <.
(=3) 5[5 —f=n

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Innovation die Zeitreihe veranlasst, den empirischen Median
bzw. die Nulllinie zu iiberspringen, ist damit fiir jede Beobachtung mindestens so grof§ wie im
Fall eines Sprunges und die oben beschriebenen Beobachtungen sind damit nachvollziehbar.

Auch im Hinblick auf den VNRR-Test legen diese Uberlegungen nahe, dass sich die Rénge der
Beobachtungen nicht so stark von denen unter der Nullhypothese unterscheiden, wie bei einem
Sprung. Die Tatsache, dass der TP-Test wieder robust reagiert, ist mit &hnlichen Argumenten
wie im Fall eines Sprunges zu begriinden — so ist der Trend nicht stark genug ausgeprigt, um

einen Einfluss auf die Anzahl der Turning-Points in der Zeitreihe zu haben.
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Abbildung 3.37: Zeitreihen mit N = 100 Beobachtungen ohne (a) und mit (b) Trend der Stei-
gung 0.02, fiir p; = 0, mit zugehorigen Korrelogrammen ((c) und (d)), Nulllinien

(rot) und empirischem Median bzw. kritischen Werten (blau)

Fiir den 5-VZ-Test soll stellvertretend fiir alle K-VZ-Tests untersucht werden, wie er sich bei
unterschiedlichen Steigungen in Abhéngigkeit von dem Autokorrelationskoeffizienten verhalt. In
Abbildung 3.38 ist dieser Zusammenhang grafisch dargestellt.

Dabei fillt sofort die Ahnlichkeit der Form mit der bei einem Sprung auf. Jedoch wird auch
deutlich, dass der Annahmebereich durch den Trend weniger stark in den Bereich negativer
Korrelationen verschoben wird, als es bei der entsprechenden Sprunghohe der Fall ist. Ein Grund
dafiir ist, dass hier das sequenzielle Schema der Vorzeichen durch den Trend weniger stark
beeinflusst wird. Das ist erneut auf die oben aufgefithrten Uberlegungen zu den Nulldurchgéingen
zuriickzufithren. Zum Vergleich ist die entsprechende Trennschérfe der LB-Tests bei demselben
Simulationsaufbau in Abbildung 3.39 dargestellt.

Hieraus ist ersichtlich, dass der LB-Test in der Lage ist, den Trend ab einer gewissen Stei-
gung zuverldssig zu erkennen. Im Bereich von geringen Anstiegen, die nicht als Abweichung
von der Unabhéngigkeit der Zeitreihe erkannt werden kénnen, reagiert er robust und schafft es,
vorhandene Korrelationen in der Zeitreihe zu entdecken und gleichzeitig das Niveau bei p; = 0

einzuhalten.
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Abbildung 3.38: Simulierte Trennschéirfen des 5-VZ-Tests in Abhéngigkeit von der Steigung des

Trends und von p; bei N = 500 Beobachtungen
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Abbildung 3.39: Simulierte Trennschéirfen des LB-Tests in Abhéngigkeit von der Steigung des

Trends und von p; bei N = 500 Beobachtungen
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Osziallationen

Eine weitere Alternative zur Zufélligkeit einer Zeitreihe im Kontext von Niveaudnderungen stellt
das Vorhandensein von Oszillationen dar. Dabei soll der Fokus in dieser Arbeit auf harmonischen
Schwingungen liegen, also auf solchen, die mithilfe von einer Sinus- bzw. Cosinusfunktion be-
schrieben werden kénnen. Statistische Anwendungsgebiete, in denen derartige Schwingungen zu
beobachten sind, stellen z. B. die Musikdatenanalyse, in der Schwingungsdaten von Musikinstru-
menten betrachtet werden, oder die Elektrotechnik dar, wobei unerwiinschte Effekte wie Mikro-
fonie eine Rolle spielen kénnen. Ahnlich wie bei den Simulationen mit einem Trend ist es hier von
Interesse, welche der Verfahren die Oszillationen als Abweichung von der Zufilligkeitsannahme
erkennen. Auch soll wieder untersucht werden, welche Testverfahren in diesem Fall robust rea-
gieren und ungeachtet der Schwingungen zuverléssig Korrelationen detektieren konnen. Fiir die
K-VZ-Tests ist in den Fillen, in denen der Median von den Beobachtungen nicht 0 entspricht,

eine Zentrierung mit dem empirischen Median vorgenommen worden.

Feste Anzahl von Oszillationen

Im Folgenden sind deshalb Zeitreihen aus AR(1)-Prozessen zu verschiedenen Autokorrelations-
koeffizienten generiert worden, die im Nachhinein mit einer Cosinusfunktion iiberlagert wurden.
Dabei ist, unabhéngig von der Beobachtungszahl, jeweils der Cosinus in dem Bereich [0,10] fiir
unterschiedliche Amplituden auf die entsprechende Zeitreihe addiert worden, was in etwa einer
und einer halben Cosinusschwingung entspricht. Damit simuliert eine gréflere Beobachtungs-
zahl eine feinere Abtastrate desselben Signals. Denkbar wire es auch, die Linge des Cosinus-
signals mit wachsender Beobachtungszahl zu erhoren, was einer grofieren Beobachtungsdauer
bei konstanter Abtastrate entsprechen wiirde. Die Ergebnisse des TP-Tests und der K-VZ-Tests
unterscheiden sich bei beiden Anséitze drastisch, wihrend die anderen Tests nahezu identische
Ergebnisse liefern. Zunéchst soll aber der Fall untersucht werden, dass eine hchere Beobach-
tungszahl mit einer feineren Abtastrate einhergeht.

Die Unabhéngigkeit der Zeitreihe ist in diesem Szenario genau dann gegeben, wenn die Am-
plitude des Cosinus 0 ist und der Autokorrelationskoeffizient p; ebenfalls 0 entspricht. Die
Trennschérfen der einzelnen Verfahren sind fiir Stichprobenumfinge von N = 20 bis N = 500
in den Abbildungen 3.40 — 3.43 dargestellt.

Beim Betrachten dieser Abbildungen fillt zunéchst auf, dass die 3 verschiedenen K-VZ-Tests
bei einer geringen Beobachtungszahl von N = 20 deutlich unterschiedlich auf die Oszillatio-
nen reagieren. So hat der 3-VZ-Test auf dem gesamten Spektrum Schwierigkeiten damit, die
Nullhypothese zu verwerfen. Insbesondere wird der Wert von p1, ab dem ihm eine Ablehnung
gelingt, mit zunehmender absoluter Amplitudenhdéhe immer groflier, sodass seine Trennschérfe
abnimmt. Beim 4-VZ-Test hingegen deutet sich an, dass eine Verwerfung der Nullhypothese mit
wachsender Amplitudenhéhe wahrscheinlicher wird, wihrend dieses Verhalten beim 5-VZ-Test

deutlich zu erkennen ist. Bei hinreichend grofler Beobachtungszahl scheinen die Unterschiede
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mit Oszillationen in Abhéngigkeit von p; und der Amplitudenhdhe der Oszilla-

tionen, bei N = 20 Beobachtungen und einer festen Anzahl von Oszillationen



90

Durbin—-Watson Ljung—Box BDS
- 1.0
_] | | | | | | | | |
() () ()
T 2 - - T 2 - T 2
> > >
g 3 3
-2 = -2 -2
< < < - 0.8
7 T T T T T T T T T
-05 00 05 -05 00 05 -05 00 05
P1 P1 P1
Runs Von—-Neumann
0.6
| | |
()] [0} (0}
ge) ° -
=) 5 =)
- o o
& e e
< < < 0.4
T
-05 0.0 05 -05 0.0 05
P1 P1
4-V7Z 5-Vvz
0.2
| | | |
Q (o5} (5}
e} © © 2
> 5 >
= = E o
o o o
£ = g
< < <
0.0
I T T T
-05 0.0 05 -05 0.0 05
P1 P1
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Abbildung 3.42: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationdren AR(1)-Alternativen
mit Oszillationen in Abhéngigkeit von p; und der Amplitudenhdhe der Oszilla-

tionen, bei N = 100 Beobachtungen und einer festen Anzahl von Oszillationen
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zwischen den verschiedenen K-VZ-Tests jedoch immer unwesentlicher zu werden, sodass ihre
Trennschérfen bei N = 500 bereits sehr dhnlich aussehen.

Allgemein ist zu beobachten, dass sich die Annahmebereiche des DW-Tests, des Runs-Tests des
VNRR-Tests, der K-VZ-Tests sowie des BDS-Tests mit zunehmender Amplitudenhhe in den
Bereich negativer Korrelationen verschieben, wie es schon bei einem Sprung und einem Trend
der Fall war. Dabei fillt auf, dass dies bei den K-VZ-Tests deutlich abrupter geschieht als bei
den anderen Verfahren. So kann die Nullhypothese bei einem Stichprobenumfang von N = 500
bereits bei einer Amplitudenhdhe von ca. 1 lediglich im Bereich sehr starker Korrelationen von
ca. -0.95 in wenigen Féllen nicht abgelehnt werden. Im Vergleich betriagt der Autokorrelations-
koeffizient zu der entsprechenden Amplitudenhthe, bei dem keine Verwerfung stattfinden kann,
fiir die anderen Verfahren ungefdahr p; = -0.5.

Der TP-Test und der LB-Test tun sich in diesem Szenario erneut besonders hervor. So zeigt
der TP-Test — dhnlich wie in den Szenarien mit einem Trend oder Sprung — wieder ein robustes
Verhalten. Seine Testentscheidung scheint bei einer Beobachtungszahl von N > 100 nicht von der
Hohe der Amplitude sondern lediglich von der Korrelation abzuhéngen. Die Trennschérfe des LB-
Tests ist in diesem Szenario mit Abstand am besten. So gelingt es ihm als einziger Test, sowohl
Korrelationen als auch eine vorhandene Oszillation separat voneinander zu detektieren. Bei einer
Beobachtungszahl von N = 500 hélt er das Testniveau im Fall der Unabhéngigkeit — wie sie
oben definiert wurde — ein und lehnt die Nullhypothese ab einer Amplitudenhthe von 0.5 und
einer Korrelation von |p;| > 0.1 sicher ab. Von den anderen Verfahren hebt er sich insbesondere
darin ab, dass der Annahmebereich bei vorhandener Oszillation nicht verschoben wird. Damit
sind wieder Parallelen zu seiner Trennschérfe bei den anderen betrachteten Niveaudnderungen
erkennbar, in denen der Test ein dhnliches Verhalten gezeigt hat.

Um die Ergebnisse der verschiedenen Testverfahren im Folgenden nachvollziehen zu kénnen,
sind zwei Zeitreihen mit Oszillationen bei einer Amplitudenhdhe von 2 fiir den Fall p = 0.7
sowie p = -0.7 mit N = 100 Beobachtungen und den zu ihnen gehorigen Korrelogrammen in
Abbildung 3.44 dargestellt.

Die Ergebnisse der Simulationsstudie des Runs-, des BDS-, des DW- sowie des VNRR-Tests
konnen mit #hnlichen Uberlegungen nachvollzogen werden, wie es bei einem Trend der Zeitreihe
der Fall war. Dort wurde bereits diskutiert, wie ein gewisses Mafl an negativen Korrelationen
in Abhéngigkeit mit der Steigung des Trends die Teststatistiken dahingehen beeinflussen kann,
dass sie Werte annehmen, die unter der Nullhypothese zu erwarten wéren. Dieses Verhalten lasst
sich im Fall einer Oszillation in der Zeitreihe, wie anhand von Abbildung 3.44 erkennbar ist,
ebenfalls beobachten.

Die Tatsache, dass der TP-Test hier erneut so robust reagiert, ist auf den geringen Einfluss,
den die langsamen Oszillationen auf die Anzahl der Turning-Points haben, zuriickzufithren. Die
Uberlegenheit des LB-Tests gegeniiber den anderen Tests lisst sich erneut damit begriinden,

dass er so viele Autokorrelationskoeffizienten fiir seine Testentscheidung heranzieht, dass eine



94

0 200 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Index Index
(a) Zeitreihe mit p; = 0.7 (b) Zeitreihe mit p; = -0.7
o Q
— —
o o |
o o
L LL
S o A
‘st <
N N
o o
N (9V) ‘
T — — B e A — — —
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Lag Lag
(¢) ACF der Zeitreihe mit p; = 0.7 (d) ACF der Zeitreihe mit p; = -0.7

Abbildung 3.44: Zeitreihen mit N = 100 Beobachtungen mit Oszillationen und Amplitudenhthe
2, fiir p1 = 0.7 (a) und p; = -0.7 (b), mit zugehorigen Korrelogrammen (c) und
(d), Nulllinie (rot) und empirischem Median bzw. kritischen Werten (blau)

vorhandene Korrelation in der Zeitreihe es nicht vermag, die durch die Oszillation verursachten
Erhohungen der Autokorrelationskoeffizienten zu verschleiern.

Die Beobachtung, dass der 3-VZ-Test bei geringer Beobachtungszahl so viel schlechter ab-
schneidet als der 5-VZ-Test, héingt hier mit dem Schema der Vorzeichenblocke, wie es durch
die Oszillation verursacht wird, zusammen. So verlduft die Schwingung des Cosinus im Inter-
vall [0,7/2] im positiven Bereich, im Intervall [7/2,37/2] im negativen Bereich, im Intervall
[37/2,57/2] wieder im positiven Bereich und das restliche Intervall liegt erneut im negativen
Bereich. Dieses Verhalten fithrt vor allem bei kleinen Stichprobenumfingen dazu, dass tendenzi-
ell 3 groflere Vorzeichenblocke entstehen. Da im Kapitel 2.9 bereits erwidhnt wurde, dass es sich
bei (p - 1) Vorzeichenwechseln generell anbietet, das K fiir die Vorzeichentiefe mindestens als
(p+1) zu wéhlen, ldsst sich nachvollziehen, warum ein grofieres K hier bessere Ergebnisse liefert.
Der Effekt wird bei einer héheren Abtastrate — und damit tendenziell mehr Vorzeichenblécken
— immer schwiécher, sodass sich die Trennschérfen der 3 verschiedenen K-VZ-Tests immer weiter
annihern. Weiter kann mit den obigen Uberlegungen aber auch nachvollzogen werden, warum

die Tests so sensibel auf eine zunehmende Amplitudenhohe reagieren. So begiinstigt sie das Auf-
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treten weniger, dhnlich grofler Vorzeichenblocke, die dazu fiihren, dass die Teststatistiken Werte

nahe ihres Maximums annehmen.

Wachsende Anzahl an Oszillationen

Wie zu Beginn dieses Abschnittes erwéihnt, ist es weiterhin von Interesse, wie die Verfahren rea-
gieren, falls mit einer erhohten Beobachtungszahl grofiere Ausschnitte der harmonischen Schwin-
gung beobachtet werden. Dazu wurden die simulierten Zeitreihen wie im oben betrachteten Fall
von einer Cosinusfunktion iiberlagert. Diesmal wurde aber der Cosinus im Intervall [0,N/2] auf
die Zeitreihe addiert. Damit sind die beiden Szenarien fiir den Fall N = 20 identisch, unter-
scheiden sich aber fiir groflere Beobachtungszahlen. Dies wird in Abbildung 3.45 anhand zweier
Zeitreihen fiir den Fall N = 100 veranschaulicht.

Die Simulationsergebnisse in diesem Szenario sind in Abbildungen 3.46 und 3.47 fiir Stichpro-
benumfinge von N = 50 und N = 500 dargestellt.

Hier fillt — wie bereits erwdhnt — auf, dass lediglich der TP-Test und die K-VZ-Tests sicht-
bar unterschiedliche Ergebnisse als im Fall einer zunehmenden Abtastrate liefern. So wird der
TP-Test diesmal deutlich durch die Oszillationen beeinflusst und zeigt ein dhnliches Verhal-
ten wie der Runs-, der DW- und der VNRR-Test, bei denen sich der Annahmebereich mit
zunehmender Amplitudenhhe in Bereiche negativer Korrelationen verschiebt. Die K-VZ-Tests
weisen in diesem Szenario, unabhéngig von der Wahl des Parameters K, eine deutlich schlechte-
re Trennschérfe auf als bei einer festen Anzahl von Oszillationen. So gelingt es ihnen selbst bei
einer Beobachtungszahl von N = 500 auf dem gesamten Spektrum kaum, Abweichungen von
der Nullhypothese der Unabhéngigkeit zu erkennen.

Das Verhalten des TP-Tests ldsst sich anhand von Abbildung 3.45 nachvollziehen. So verhin-
dert die Oszillation durch die viel grofiere lokale Steigung in einigen Féllen das Auftreten von

Turning-Points, sodass unter der Nullhypothese weniger von ihnen entstehen, als es bei einer

4 F
2 -
Of:
_2 -
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Index Index
(a) mit erhohter Abtastrate (b) mit langerer Beobachtungsdauer

Abbildung 3.45: Zeitreihen mit NV = 100 Beobachtungen bei fester und wachsender Oszillations-
anzahl und Amplitudenhéhe 2, Nulllinie (rot) und empirischem Median (blau)
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zufiilligen Zeitreihe zu erwarten wire. Dieses Phidnomen ist mit zunehmender Amplitudenhthe
stirker ausgeprigt. Negative Korrelationen erzielen einen gegenteiligen Effekt und erhéhen die
Anzahl der Turning-Points gegeniiber der unter der Nullhypothese zu erwartenden Anzahl. Des-
halb kénnen negative Korrelationen den Effekt einer Oszillation kompensieren. Somit ist auch
nachvollziehbar, warum sich der Annahmebereich mit zunehmender Amplitudenhche in den
Bereich negativer Korrelationen verschiebt.

Um nachzuvollziehen, warum die Trennschérfe der K-VZ-Tests so viel schlechter ist als im
vorherigen Szenario, macht es erneut Sinn, sich auf die Vorzeichenblock-Struktur zu beziehen
und die im Kapitel 2.9 erlduterten Vorschliage zur Wahl des Parameters K zu beriicksichtigen.
Anders als im Fall einer erhohten Abtastrate, geht hier eine erhdhte Beobachtungszahl mit
einer hoheren Anzahl an Vorzeichenblocken einher (s. Abb. 3.45). Wéhrend im Fall N = 20
(der #quivalent zu dem der sich erhGhenden Abtastrate ist) ein K von 5 zur Uberpriifung der
Nullhypothese gerechtfertigt zu sein scheint, sind im Fall N = 50 bereits deutlich mehr Vorzei-
chenblocke zu erwarten. Hier wire also die Verwendung eines grofieren K's notig, um die Struktur
der Zeitreihe als Abweichung von der Unabhéngigkeit zu erfassen. Da die Anzahl der zu erwar-
tenden Vorzeichenblocke mit groflerer Beobachtungszahl immer weiter zunimmt, ist es auch nicht
verwunderlich, dass auch bei NV = 500 noch keiner der Tests in der Lage ist, gute Ergebnisse bei
der Aufdeckung der Abhéingigkeitsstrukturen zu erzielen. Damit zeigt sich auflerdem, dass die
K-VZ-Tests durch sich wiederholende Muster in der Zeitreihe kaum an Trennschéirfe gewinnen.

Insgesamt legen die Simulationsergebnisse nah, dass alle der betrachteten Testverfahren — mit
Ausnahme des TP-Tests — tendenziell in der Lage sind, Niveauédnderungen in einer Zeitreihe
zu detektieren. Dabei muss allerdings beachtet werden, dass viele der Verfahren gewisse Alter-
nativen mit negativer Autokorrelation nicht als Abhéngigkeitsstruktur erkennen kénnen. Dieses
Verhalten ist bei den K-VZ-Tests am stiarksten ausgepréigt. Der Annahmebereich verschiebt sich
bei ihnen also am schnellsten in den Bereich negativer Autokorrelationen, sodass bei moderaten
Niveaudnderungen bereits extreme negative Korrelationen nétig sind, damit die Nullhypothese
beibehalten werden kann. Somit scheint er sich gut fiir die Detektion dieser Struktur zu eignen.
Allerdings sind die K-VZ-Tests, zumindest fiir diejenigen Ks, die gegenwirtig fiir die Test-
durchfithrung verfiigbar sind, nicht in der Lage, Oszillationen, die zu vielen Vorzeichenblocken
fiihren, zu erkennen. Spitzenreiter im Fall, dass Niveaudnderungen in der Zeitreihe vorhanden
sind, ist der LB-Test, der unter sémtlichen Alternativen zur Zufélligkeit mit Abstand am bes-
ten abschneidet und Niveaudnderungen und Autokorrelationen gleichermaflen zu detektieren
vermag. Auch der BDS-Test ist bei hinreichend grofliem Beobachtungsumfang und ausreichend
stark ausgeprigten Niveauidnderungen in der Lage, diese als Abhéngigkeitsstruktur zu erken-
nen. Eine Sonderstellung nimmt der TP-Test ein, der in allen Szenarien deutlich robuster als
die iibrigen Tests reagiert und ungeachtet der Niveaudnderung zuverlissig Autokorrelationen
identifizieren kann. Lediglich bei Oszillationen mit hoher Frequenz konnte eine Verschiebung in

den Bereich negativer Korrelationen festgestellt werden.
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3.1.6 Resiimee

Zusammenfassend ldsst sich fiir den Fall, dass Zeitreihen einem stationidren AR(1)-Prozess fol-
gen, feststellen, dass die beste Wahl fiir einen Test auf Unabhéngigkeit bzw. Zufilligkeit von den
Eigenschaften der Zeitreihe und den konkreten Bediirfnissen des Anwenders abhéingt. So weisen
die parametrischen Verfahren sehr gute Trennschérfen auf, solange ihre Anwendungsvorausset-
zungen erfiillt sind. Ist dies allerdings nicht der Fall oder kann deren Erfiillung im Vorhinein
nicht beurteilt werden, so stellen nichtparametrische Verfahren, die in solchen Féllen robust rea-
gieren, eine sinnvolle Alternative dar. Wahrend Verletzungen von den Verteilungsannahmen der
Innovationen und innovative Ausreifler keine gravierende Verschlechterung der parametrischen
Testverfahren bewirken, solange die Momente der Innovationsverteilungen existieren und damit
eine Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes moglich ist, verschlechtert sich ihre Trennschérfe
bei anderen Verteilungen deutlich. Besonders stark werden diese Verfahren auch von Kontami-
nationen in der Zeitreihe beeinflusst und ihre Trennschérfe leidet in solchen Féllen drastisch.

Als nichtparametrischer Test mit der besten Trennschérfe sticht der VNRR-Test hervor, der
durch die Betrachtung von Réngen mehr Informationen iiber die vorliegende Zeitreihe verwertet.
Allerdings bewirken diese Mehrinformationen eine weniger starke Robustheit des Tests, sodass
z. B. im Fall von Kontaminationen und wachsenden Varianzen festgestellt werden konnte, dass
der Runs-Test leicht bessere Ergebnisse liefert.

Im Hinblick auf die K-VZ-Tests zeigt sich, dass diese deutliche Probleme damit haben, Kor-
relationen im Rahmen von AR(1)-Prozessen zu detektieren. So ist ihre Trennschérfe bei der
Erkennung solcher Abhéngigkeitsstrukturen unter allen betrachteten Verfahren am schlechtes-
ten. In kleinen Stichproben ist die Trennschérfe der K-VZ-Tests noch mit den anderen Ver-
fahren vergleichbar, aber sie profitieren kaum von einem wachsenden Stichprobenumfang. Eine
Begriindung dafiir koénnte in der zunehmend grofien Menge von weit auseinanderliegenden K-
Tupeln liegen, die fiir eine Testentscheidung herangezogen werden. So klingen die Autokorrela-
tionen in AR(1)-Prozessen exponentiell ab und Vorzeichenwechsel von weit entfernten Tupeln
liefern kaum Informationen iiber diese Art von Abhéngigkeitsstruktur.

Weisen die Zeitreihen Strukturen auf, die neben der hier primér interessierenden Korrelation
eine Abweichung von der Zufilligkeit der Zeitreihe darstellen, ist es fiir die Wahl eines geeigneten
Testverfahrens wichtig, dass der Anwender sich dariiber bewusst ist, was fiir Strukturen in der
Zeitreihe zu erwarten sind und was genau er durch das Testen aufdecken mochte. Eine Sonder-
stellung nimmt der TP-Test ein, der iiber Trends, Oszillationen sowie Varianzheterogenitéten
hinwegzusehen und das reine Vorhandensein einer Korrelation in der Zeitreihe detektieren kann.
Anders zeichnen sich der LB-Test sowie der BDS-Test aus, indem sie Varianzheterogenitéten,
Ostzillationen und Spriinge als Strukturen, die eine Abweichung von der Zufélligkeit der Zeitrei-
he darstellen, neben den Korrelationen erkennen kénnen. Dabei ist die Giite des LB-Tests der
des BDS-Tests, zumindest fiir kleine Stichprobenumfinge, deutlich iiberlegen und ihm gelingt es

sogar, Trends in der Zeitreihe aufzudecken. Der relativ grofie erforderliche Stichprobenumfang
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des BDS-Tests von N > 500, ab dem das Niveau des Tests eingehalten werden kann, stellt damit
einen wesentlichen Nachteil dieses Verfahrens dar. Allerdings profitiert der LB-Test nicht von den
robusten Eigenschaften nichtparametrischer Verfahren. Bei den iibrigen Testverfahren ergibt sich
das Problem, dass Abhéngigkeitsstrukturen bei deren Durchfiihrung untereinander interagieren
konnen, sodass die Nullhypothese unter gewissen Alternativen nicht abgelehnt werden kann. Da-
bei zeichnen sich die K-VZ-Tests dadurch aus, das dieser Alternativenbereich deutlich kleiner ist
als bei den anderen Verfahren und sich viele dieser Alternativen im Rahmen von unrealistischen
Abhéngigkeitsstrukturen bewegen. So sind sehr extreme negative Korrelationen nétig, um z. B.

mittelméBig stark ausgeprégte Oszillationen, Spriinge oder Trends zu kompensieren.
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3.2 AR(2)-Prozesse

In diesem Abschnitt werden die Trennschérfen der verschiedenen Testverfahren im Kontext von
stationdren, autoregressiven Prozessen 2. Ordnung (AR(2)-Prozesse) untersucht. Anders als im
vorherigen Kapitel hingt der Wert einer Beobachtung bei solchen Prozessen zu einem gewissen
Anteil vom Wert der vorangegangenen Beobachtung sowie von dem Wert der Beobachtung, die
2 Zeitschritte in der Vergangenheit liegt, ab. Schematisch handelt es sich also um Prozesse der

Form:

Ty =+ p12e—1 + peri—o + wy,  wy ~ WN(O, U‘Q/VN)

fir t € {3,..., N}, wobei p; und py als autoregressive Parameter 1. und 2. Ordnung bezeichnet
werden. Die Unabhéngigkeit des Prozesses liegt dabei genau dann vor, wenn p; = py = 0 gilt.
Es kann gezeigt werden, dass AR(2)-Prozesse genau dann stationér sind, wenn die Parameter
p1 und py den folgenden Gleichung geniigen (s. Schlittgen, 2001, S. 128):
(i) prtp2<1
(i) p1-p2 <1
(iii) -1 < p2 < 1.

Sie definieren dabei das sogenannte Stationaritétsdreieck fiir AR(2)-Prozesse, das in Abbil-
dung 3.48 dargestellt ist.

Zu Beginn der Untersuchungen werden Prozesse betrachtet, bei deren Innovationen es sich
um standardnormalverteilte ZufallsgréBen mit o3, ,, = 1 handelt und die auch sonst alle Voraus-
setzungen fiir die betrachteten Testverfahren erfiillen. Auch wird der Mittelwert der Zeitreihen
w als 0 gesetzt. Dieses Szenario wird dabei in Anlehnung an Kapitel 3.1 als ,,Normalbedingun-
gen“ bezeichnet. Um die Trennschérfe der Tests zu beurteilen, wurden innerhalb des Stationa-
ritdtdreiecks jeweils 100 Zeitreihen fiir jeden Gitterpunkt simuliert, wobei ein Gitter der Feinheit

0.1 fiir beide autoregressiven Parameter gewédhlt worden ist. Die Ldnge der Burn-In-Phase wurde

=
ey

s
o

-2 -1 0 1 2
P

Abbildung 3.48: Das Stationarititsdreieck fiir AR(2)-Prozesse
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dabei wie im Kapitel 3.1 gewahlt. Im Anschluss sind die relativen Ablehnungsraten der jeweiligen
Testverfahren fiir die einzelnen Alternativen berechnet worden. Die Ergebnisse dieses Vorgehens
sind in den Abbildungen 3.49 bis 3.52 grafisch dargestellt.

Dabei fillt zunéchst auf, dass der DW-Test, der VNRR-Test sowie der Runs-Test dhnliche
Ablehnungsmuster aufweisen. So kénnen sie ausschliefllich Abweichungen des Parameters p; von
0 detektieren. Der Bereich, ab dem Abweichungen von p; zuverlissig erkannt werden, wird
dabei mit zunehmender Groéfle des Parameters ps systematisch kleiner. Konkret findet eine
Verwerfung der Nullhypothese bei einem Stichprobenumfang von N = 500 und Parameterwerten
von pp > 0.5 und |p1| > 0.1 fiir all diese Verfahren in mehr als 95% der Félle statt. Dabei
gelingt es diesen Tests jedoch nicht, selbst extreme Autokorrelationen 2. Ordnung zuverléssig
zu detektieren, solange p; = 0 gilt. Von den oben genannten Methoden schneidet der Runs-
Test dabei am schlechtesten ab, wihrend sich der VNRR-Test und der DW-Test beziiglich ihrer
Trennschérfe kaum unterscheiden. Weiterhin ist auffillig, dass der DW-Test die Nullhypothese
bei kleinen Beobachtungszahlen und einem stark negativen po fiir negative Werten von p; Ofter
zu verwerfen scheint als fiir positive — er weist also eine leichte Asymmetrie auf.

Beim BDS-Test ist eine dhnliche Systematik wie bei den oben erwihnten Testverfahren er-
kennbar. Allerdings benétigt er — wie im AR(1)-Fall — eine grole Beobachtungszahl um zu-
friedenstellende Ergebnisse zu liefern. Dabei ist er den oben diskutierten Verfahren, selbst bei
einem Stichprobenumfang von N = 500 in Bezug auf seine Trennschérfe noch deutlich unterle-
gen. Anders als die anderen Methoden scheint es dem BDS-Test jedoch bei hinreichend grofier
Beobachtungszahl moglich zu sein, extreme negative Korrelationen 2. Ordnung zu erkennen, so-
dass die Nullhypothese in diesen Fillen zumindest bei mehr als 70 % der Simulationen verworfen
werden kann.

Der TP-Test weist ein deutlich anderes Muster als die {ibrigen Verfahren auf und scheint
die Nullhypothese vor allem im Bereich positiver Werte von p; in Kombination mit negativen
Werten von py abzulehnen. Insgesamt ist die Trennschérfe fiir negative p; und positive pa hier
eher schlecht. Ab einer Beobachtungszahl von N = 500 wird die Systematik erkennbar, dass eine
Verwerfung der Nullhypothese in den Fillen, in denen nahezu der Zusammenhang p; = po gilt,
nicht stattfinden kann.

Die K-VZ-Tests zeigen im AR(2)-Fall eine sehr schlechte Trennschérfe. So gelingt es ihnen die
Nullhypothese unabhéngig vom Stichprobenumfang nur fiir wenige Alternativen mit extremen
Werten von p; und ps am ,Rand“ des Stationaritdtsdreiecks zu verwerfen. Auffillig ist allerdings,
dass die K-VZ-Tests bei einer Beobachtungszahl von N = 500 extreme negative Werte von ps
relativ zuverlissig detektieren konnen, wihrend viele der andere Verfahren in diesem Bereich
systematische Schwachstellen aufweisen.

Absoluter Spitzenreiter in diesem Szenario ist der LB-Test, da er fiir jeden betrachteten Stich-
probenumfang sowohl Autokorrelationen 1. als auch 2. Ordnung sehr zuverlissig erkennen kann.

Die Trennschérfe bei einem Stichprobenumfang von N = 500 gehort fiir beide Parameter zu den
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Abbildung 3.49: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationdren AR(2)-Alternativen
unter Normalbedingungen, in Abhéngigkeit von p; und p2 bei einer Beobach-

tungszahl von N = 20
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Abbildung 3.50: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationéren AR(2)-Alternativen

unter Normalbedingungen, in Abhéngigkeit von p; und p2 bei einer Beobach-

tungszahl von N = 50
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Abbildung 3.51: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationdren AR(2)-Alternativen

unter Normalbedingungen, in Abhéngigkeit von p; und p2 bei einer Beobach-
tungszahl von N = 100
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Abbildung 3.52: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationdren AR(2)-Alternativen
unter Normalbedingungen, in Abhéngigkeit von p; und p2 bei einer Beobach-
tungszahl von N = 500
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besten und bereits geringe Abweichungen von der Nullhypothese kénnen zuverldssig erkannt
werden.

Um die Entscheidungen der verschiedenen Testverfahren nachvollziehen zu kénnen, werden im
Folgenden wieder einige exemplarische Zeitreihen betrachtet. Zunéchst ist dafiir eine Zeitreihe
eines AR(2)-Prozesses mit p; = 0 und py = -0.7 gemeinsam mit dem zugehoérigen Korrelogramm,
in Abbildung 3.53 dargestellt. Mit diesen Parametern fillt der zugrunde liegende Prozess in einen
Bereich, in dem der DW-, der BDS-, der Runs- sowie der VNRR-Test Schwierigkeiten mit der
Verwerfung der Nullhypothese der Unabhingigkeit haben.

Anhand des Korrelogramms kann nachvollzogen werden, warum der DW-Test, der im We-
sentlichen auf dem empirischen Autokorrelationskoeffizienten 1. Ordnung beruht, in so einem
Fall nicht in der Lage ist, die Nullhypothese zu verwerfen. So weist p; hier einen sehr geringen
Wert auf und ist insbesondere nicht signifikant erhoht. Aulerdem setzt sich die durch ps erzeugte
Korrelation lediglich zu jedem zweiten Lag fort, sodass umgekehrt jeder zweite empirische Auto-
korrelationskoeffizient ebenfalls sehr gering und nicht signifikant ausfillt. Dieses Verhalten wird
schon durch die Modellspezifikation nahegelegt und kann — #hnlich wie bereits fiir den AR(1)-
Prozess dargelegt — durch sukzessives Ersetzen der Autokorrelationskoeffizienzen auf folgende

Weise verdeutlicht werden:
Ty = pari_o + wy = pa(pari_g + wi_2) + wp = P%xt—4 + pawi—2 + W = ... .

Mit diesen Uberlegungen wird auch deutlich, warum der LB-Test hier viel bessere Ergebnisse
liefert. So sind hier 4 der 15 betrachteten empirischen Autokorrelationskoeffizienten signifikant
von 0 verschieden, wodurch dem LB-Test eine Verwerfung der Nullhypothese ermdéglicht wird.
Damit zeigt sich, dass die Alternative des LB-Tests durch die Betrachtung mehrerer Auto-
korrelationskoeffizienten eine grofiere Menge von Abhéngigkeitsstrukturen enthélt als die des

DW-Tests. Es sollte jedoch bedacht werden, dass damit auch — wie in Kapitel 3.1 erértert — ge-
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Abbildung 3.53: Zeitreihe eines AR(2)-Prozesses bei einer Beobachtungszahl von N = 100, mit
p1 =0 und py = -0.7 (a), mit zugehérigem Korrelogramm (b), Nulllinien (rot)

und empirischem Median bzw. kritischen Werten (blau)
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ringe Einbuflen beziiglich der Trennschérfe bei AR(1)-Prozessen einhergehen, in denen die vielen
betrachteten Autokorrelationskoeffizienten wenig zuséitzlichen Informationsgewinn liefern.

Die Tatsache, dass der Runs- und der VNRR-Test in diesem Szenario nicht in der Lage sind,
Abweichungen von der Unabhéngigkeit zu erkennen, ldsst sich anhand der in Abbildung 3.53
dargestellten Zeitreihe im Vergleich mit der Zeitreihe in Abbildung 3.3 verstehen. Dabei ist
zunéchst ersichtlich, dass die Anzahl der Durchgénge des Graphen durch den Median deutlich
geringer ist, als es im Fall von einer Autokorrelation 1. Grades der gleichen Gréflenordnung zu er-
warten ware. Dies ist damit zu erkldren, dass eine Beobachtung und die darauf folgende in einem
Prozess, wie er hier betrachtet wird, unkorreliert sind. Somit tritt ein alternierendes Verhalten
erst bei jeder zweiten Beobachtung auf. Dadurch wird die Anzahl der Runs deutlich kleiner als
im AR(1)-Fall, wenn p; = -0.7 gilt und entspricht in etwa einer, die unter der Nullhypothese zu
erwarten ware.

Auch im Hinblick auf den VNRR-Test fiihrt dieses Verhalten dazu, dass aufeinanderfolgende
Rénge weder systematisch sehr nah beieinander noch weit entfernt voneinander, sondern nahezu
unabhingig sind.

Fiir die Anzahl der Turning-Points bedeutet das alternierende Verhalten zum Lag 2, dass ein
Turning-Point bei jeder zweiten Beobachtung zu erwarten ist, was zu weniger Turning-Points
fithrt, als es unter der Nullhypothese der Unabhingigkeit zu erwarten wére (ndmlich bei 2 von
3 Beobachtungen; vgl. Kap. 2.6), sodass ihre Verwerfung in einem solchen Fall nachvollziehbar
erscheint. Um das Verhalten des TP-Tests weiter zu verstehen, wurden zwei Zeitreihen unter
Alternativen, in denen der TP-Test die Nullhypothese nicht verwerfen kann, in Abbildung 3.54
dargestellt.

Im Fall, dass p; = po = -0.7 gilt, ist eine dhnliche Systematik wie in Abbildung 3.3 zu beob-

achten. So sorgt der Parameter p; zusétzlich zu den in Abbildung 3.53 erzeugten Turning-Points

60 80 100 0 20 20 60 80 100
Index Index

(a) Zeitreihe mit p; = ps = -0.7 (b) Zeitreihe mit p; = ps = 0.3

Abbildung 3.54: Zeitreihen eines AR(2)-Prozesses bei einer Beobachtungszahl von N = 100,
mit unterschiedlichen, Parameterwerten fiir p; = ps, mit Nulllinien (rot) und

empirischem Median (blau)
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dafiir, dass die Wahrscheinlichkeit eines alternierenden Verhaltens von aufeinanderfolgenden Be-
obachtungen der Zeitreihe vergréflert wird. Somit gleichen sich der negative Wert von ps — durch
den weniger Turning-Points in der Zeitreihe erzeugt werden, als unter der Unabhéngigkeit zu er-
warten wiren — und der Wert von p; — der alternierendes Verhalten begiinstigst — aus. Dadurch
entspricht die Anzahl der Turning-Points in diesem Fall einer, die auch unter der Nullhypothese
zu erwarten wére. Auf dhnliche Weise wird durch einen positiven Wert des Parameters ps al-
ternierendes Verhalten aufeinanderfolgender Beobachtungen begiinstigt, was in Abbildung 3.55
verdeutlicht wird. Die groflere Anzahl von Turning-Points, die durch diesen Parameter erzeugt
wird, kann dann durch einen positiven Wert dhnlicher Intensitdt von p; ausgeglichen werden,
durch den einem alternierenden Verhalten entgegenwirkt wird.

Insgesamt zeigt sich unter Normalbedingungen, dass der LB-Test mit Abstand die beste Wahl
darstellt, falls es von Interesse ist, sowohl Korrelationen 1. als auch 2. Ordnung im Rahmen eines
AR(2)-Prozesses zu erkennen. So existieren bei sdmtlichen anderen Verfahren Alternativen, bei
denen eine Verwerfung der Nullhypothese trotz deutlicher Korrelationsstrukturen nicht moglich
ist. Im Hinblick auf den DW-, Runs-, BDS- und den VNRR-Test zeigt sich, dass diese Verfahren
bei Stichprobenumfingen von bis zu N = 500 nicht in der Lage sind, Abhéngigkeitsstrukturen
2. Ordnung zu erkennen, falls keine Korrelation 1. Ordnung vorliegt. Der TP-Test nimmt hier
eine Sonderposition ein, da er Alternativen, bei denen p; = po gilt, nicht verwerfen kann. Die
K-VZ-Tests schneiden in diesem Szenario wieder am schlechtesten ab und es gelingt ihnen nur
sehr wenige extreme Alternativen zur Unabhingigkeit im Stationaritatsdreieck zu detektieren.
Allerdings fallt auf, dass sie, anders als die meisten anderen Verfahren, in der Lage sind, Prozesse
mit extremen Werten des Parameters po als Abweichungen von der Unabhéngigkeit zu erkennen.
Dies legt die Vermutung nahe, dass sie eine breitere Alternative umfassen als viele der géngigen

Verfahren.
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Abbildung 3.55: Zeitreihen zweier AR(2)-Prozesse mit N = 100 Beobachtungen, mit unter-
schiedlichen Parametern fiir p; und po, mit Nulllinie (rot) und empirischem
Median (blau)
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Fiir die weiteren Untersuchungen ist es — wie in Kapitel 3.1 durchgefithrt — von Interes-
se, wie sich Abweichungen von den Voraussetzungen der verschiedenen Testverfahren auf deren
Trennschirfe auswirken. So stellt sich im Besonderen die Frage, ob diese Effekte von dem zugrun-
de liegenden Prozess abhéngen oder dhnlich ausfallen wie im AR(1)-Fall. Exemplarisch sollen
dabei die Auswirkungen von Abweichungen von den Verteilungsannahmen der Innovationen,

Kontaminationen und einem Trend in der Zeitreihe betrachtet werden.

3.2.1 Abweichungen von den Verteilungsannahmen der Innovationen

Im Folgenden wird untersucht, wie sich die Tests im AR(2)-Fall bei Abweichungen von der
Normalitit der Innovationen verhalten. In Anlehnung an die entsprechenden Untersuchungen
im AR(1)-Fall wurden dafiir zum einen Prozesse mit Cauchy-verteilten und zum anderen mit
Laplace-verteilten Innovationen betrachtet. Die Simulationsergebnisse sind in den Abbildungen
3.56 bis 3.59 fiir Beobachtungszahlen N = 50 und N = 500 dargestellt.

Beim Betrachten der Testergebnisse fillt zunéchst auf, dass die nichtparametrischen Verfah-
ren, dhnlich wie im AR(1)-Fall, im Allgemeinen von den Abweichungen der Verteilungsannah-
men profitieren. So verbessern sich ihre Trennschérfen fiir beide Verteilungen und Stichprobe-
numfinge im Vergleich zu derselben Situation unter Normalbedingungen. Dabei scheinen die
Verfahren im Fall der Cauchy-Verteilung nochmals eine bessere Trennschirfe aufzuweisen als
bei der Laplace-Verteilung. Am deutlichsten fallen die durch die Verteilung bedingten Unter-
schiede beim BDS-Test und bei den K-VZ-Tests aus. Wahrend der BDS-Test — abgesehen von
den K-VZ-Tests — unter Normalbedingungen am schlechtesten abgeschnitten hat, weist er bei
der Cauchy-Verteilung bereits bei N = 50 eine der besten Trennschérfen unter allen Tests auf.
Bei einem Stichprobenumfang von N = 500 schafft der Tests es dann bereits, minimale Abwei-
chungen des Parameters p; von 0 duflerst zuverlédssig zu detektieren. Den K-VZ-Tests gelingt
es, die Nullhypothese durch die Verteilungsabweichung dabei unter deutlich mehr Alternativen
zu verwerfen und speziell der 5-VZ-Test kann bei einer Beobachtungszahl von N = 500 auch
negative Auspriagungen von py relativ zielsicher erkennen. Trotzdem gibt es noch diverse Alter-
nativen mit starken Abhéngigkeitsstrukturen, in denen die Verfahren keine Abweichung von der
Nullhypothese feststellen konnen.

Im Hinblick auf den Runs-Test und den VNRR-Test fillt auf, dass die Verteilungsdnderung
die Tendenz der Verfahren, Abweichungen des Parameters p; von 0 bei grofler werdenden po-
sitiven Werten von ps besser zu erkennen, verstirkt. Dies macht sich in den entsprechenden
Abbildungen durch einen ,spitzer” zulaufenden Annahmebereich im Stationaritétsdreieck be-
merkbar. Der TP-Test wird — genau wie im AR(1)-Fall — mit denselben Uberlegungen nicht
durch die Verteilungsdnderung beeinflusst.

Bei den parametrischen Verfahren zeigt sich ebenfalls ein &hnliches Verhalten wie im AR(1)-
Fall. So wird die Nullhypothese innerhalb des ,unsicheren* Bereichs, in dem sie unter Nor-

malbedingungen in ca. 50 % der Fille verworfen wird, deutlich 6fter abgelehnt. Das heif3t, die
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in Abhéngigkeit von p; und ps, bei Laplace-verteilten Innovationen und
N = 500 Beobachtungen
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Nullhypothese wird von diesen Tests eindeutiger verworfen bzw. beibehalten, was sich durch
schirfere Réander des Annahmebereiches bemerkbar macht. Dieses Verhalten lasst sich erneut
durch die Abweichungen der empirischen Autokorrelationskoeffizienten von der Normalitéit er-
kldren. Der LB-Test reagiert hier stiarker auf die Verteilungsdnderung, was sich durch die Menge
der betrachteten empirischen Autokorrelationskoeffizienten erklért.

Um zu verstehen, warum der BDS-Test in diesem Szenario auch in kleineren Stichproben
deutlich mehr Trennschérfe aufweist als die anderen Tests, ist es sinnvoll, sich die Berechnung
seiner Teststatistik vor Augen zu fithren. So lehnt der Test die Nullhypothese genau dann ab,
wenn der Anteil der Supremumsnormen zweier m-Historien, die grofler als die Hélfte der Stan-
dartabweichung der Simulationsdaten sind, gréfler oder kleiner ist, als es unter der Nullhypo-
these der Unabhéngigkeit zu erwarten wire. Da extreme Innovationen und die darauf folgenden
Ausschwingphasen, wie sie bei den betrachteten Verteilung mit schweren Réndern zu erwar-
ten sind, dazu fithren, dass 2-Historien tendenziell groflere Abstinde aufweisen, ist die bessere
Trennschérfe unter solchen Alternativen nachvollziehbar. Dabei ist es auch einleuchtend, dass die
Cauchy-Verteilung, bei der anteilig weniger extreme Innovationen vorkommen, dazu fiithrt, dass
es mehr von diesen 2-Historien gibt, da insbesondere ¢ bei der Laplace-Verteilung als Resultat
ihrer grofleren, zu erwartenden, empirischen Standardabweichung deutlich grofler ausfillt.

In AR(2)-Prozessen ist also im Fall, dass die Innovationen aus Verteilungen mit schweren
Réndern generiert werden, ein dhnliches Verhalten wie in AR(1)-Prozessen (s. Kap. 3.1) be-
obachtbar. So neigen die parametrischen Verfahren dazu, die Nullhypothese unter Alternativen
mit geringen Abhéngigkeiten ein wenig hdufiger zu verwerfen. Die nichtparametrischen Verfahren
konnen hingegen von der Verteilungséinderung profitieren. Dieses Verhalten ist beim BDS-Test
am deutlichsten ausgepréigt, da er in diesem Szenario bereits ab einem Stichprobenumfang von
N = 50 die beste Trennschirfe unter allen nichtparametrischen Verfahren aufweist und sogar
dem DW-Test deutlich iiberlegen ist. Der TP-Test nimmt erneut eine Sonderstellung ein und
wird durch die anders verteilten Innovationen kaum merklich beeinflusst. Aus diesen Beobach-
tungen kann geschlussfolgert werden, dass sich das Auftreten extremerer Innovationen, als sie bei
der Normalverteilung erwartet werden, unabhéngig vom konkreten Prozess in dhnlicher Weise
auf die Trennschérfen der Testverfahren auswirkt. Dasselbe Verhalten kann somit auch fiir das

Vorhandensein von innovativen Ausreiflern angenommen werden.

3.2.2 Kontaminationen

Da es weiterhin interessant ist, welchen Effekt Kontaminationen bei einem autoregressiven Pro-
zess 2. Ordnung auf die betrachteten Testverfahren haben, werden sie im Folgenden auf simu-
lierte Zeitreihen mit 5 % Kontaminationsanteil der Intensitét 10 angewendet (vgl. Kap. 3.1). Die
entsprechenden Ergebnisse sind in den Abbildungen 3.60 bis 3.63 dargestellt.

Im Vergleich zu den Simulationsergebnissen unter Normalbedingungen fillt auf, dass die

Trennschérfen siamtlicher Verfahren — genau wie im AR(1)-Fall — unter den Kontaminatio-
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Abbildung 3.60: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationédren AR(2)-Alternativen
in Abhéngigkeit von p; und po, bei 5 % Kontaminationen der Intensitéit 10 und
N = 20 Beobachtungen
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Abbildung 3.61: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationdren AR(2)-Alternativen

in Abhéngigkeit von p; und po, bei 5 % Kontaminationen der Intensitéit 10 und
N = 50 Beobachtungen
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Abbildung 3.62: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationdren AR(2)-Alternativen

in Abhéngigkeit von p; und po, bei 5 % Kontaminationen der Intensitéit 10 und
N = 100 Beobachtungen



119

Durbin—Watson

0.5
& 0.0
_05 -
- T T
-1 0 1
P1
Runs
| | |
0.5
& 0.0+
_05 -
- T T
-1 0 1
P1
3-VZ

-1 0 1
P1

Abbildung 3.63: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationédren AR(2)-Alternativen

P2

P2

Ljung—Box
| | |
0.5
0.0
05
- T T T
-1 0 1
P1

Turning—Point

0.5
0.0
-0.5
-1 0
P1
4Vv7Z

-1 0
P1

1

1

P2

P2

BDS

L] I
0.5 +
0.0
-0.5

B T T

-1 0 1

P1

Von—-Neumann

0.5
0.0
-0.5
B T T
-1 0 1
P1
5vz

-1 0 1
P1

—r 1.0

038

0.6

04

in Abhéngigkeit von p; und po, bei 5 % Kontaminationen der Intensitéit 10 und
N = 500 Beobachtungen



120

nen leiden. Wihrend die Unterschiede der nichtparametrischen Verfahren bei sémtlichen Beob-
achtungszahlen sehr gering ausfallen, weisen die parametrischen Tests deutlich sichtbare Ver-
schlechterungen auf. So gelingt es den Verfahren bei niedrigen Stichprobenumfiangen kaum, die
Nullhypothese zu verwerfen. Auch bei einer grolen Beobachtungszahl von N = 500 sind die An-
nahmebereiche noch sehr ungenau und die Trennschérfen entsprechen in etwa solchen, die unter
Normalbedingungen bei einer Beobachtungszahl von 20 — 50 zu erwarten wéren. Einen Sonder-
fall unter den nichtparametrischen Verfahren stellt der BDS-Test dar, der die Nullhypothese vor
allem bei kleinen Beobachtungszahlen deutlich hdufiger verwirft, als unter Normalbedingungen.

Um das Verhalten der parametrischen Verfahren nachvollziehen zu kénnen, wurden die Kor-
relogramme einer Zeitreihe mit und ohne Kontaminationen verglichen. Diese wurden fiir eine
Zeitreihe mit N = 100 Beobachtungen beispielhaft in Abbildung 3.64 fiir Autokorrelationskoeffi-
zienten von p; = -0.3 und ps = -0.5 dargestellt. Die Parameter wurden dabei aus einem Bereich
gewihlt, in dem der DW-Test und der LB-Test die Unabhéngigkeit unter Normalbedingungen
klar ablehnen kénnen, wahrend sie bei Kontaminationen nicht dazu in der Lage sind.

Anhand dieses Beispiels ldsst sich — wie bereits im Fall von AR(1)-Prozessen — erkennen,
dass Kontaminationen in der Zeitreihe vorhandene Korrelationen verschleiern kénnen. So sind
in der Ausgangszeitreihe 6 Korrelationskoeffizienten bis zu einem Lag von 10 teilweise stark si-
gnifikant von 0 verschieden, wihrend in derselben Zeitreihe mit nachtriglicher Kontaminierung
keiner der empirische Autokorrelationskoeffizienten noch signifikant erhoht ist. Die Tatsache,
dass Kontaminationen die Trennschérfe derjenigen Tests, die auf den Autokorrelationskoeffizi-
enten basieren, deutlich verschlechtert, ist somit nachvollziehbar.

Auch die Tatsache, dass die nichtparametrischen Verfahren kaum durch die Kontaminationen
beeinflusst werden, ist mit dhnlichen Uberlegungen wie in Kapitel 3.1 zu erkliren. So wirken

sie sich nur in geringer Weise auf das sequenzielle Schema der Zeitreihe aus und lassen somit
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Abbildung 3.64: Korrelogramme einer Zeitreihe mit N = 500 Beobachtungen eines AR(2)-
Prozesses mit (a) und ohne Kontaminationen (b) zu den Parametern
p1 =-0.3und p2 =-0.5
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die Anzahl der Vorzeichenwechsel, Runs, Turning-Points sowie die Rédnge der Beobachtungen
weitestgehend unbeeinflusst.

Insgesamt ldsst sich erneut — wie im AR(1)-Fall — feststellen, dass vor allem parametrische
Verfahren unter Kontaminationen in der Zeitreihe leiden, sodass es sich in solchen Situationen
anbietet, auf nichtparametrische Verfahren zuriickzugreifen. Auffillig ist, dass die Trennschérfe
des BDS-Tests ebenfalls stark von den Kontaminationen beeinflusst zu werden scheint. Zu er-
klaren ist das damit, dass der konkrete Abstand zwischen zwei Beobachtung, anders als bei
den iibrigen nichtparametrischen Verfahren, fiir diesen Test eine Rolle spielt. In diesem Szenario
stellt der VNRR-Test in Hinblick auf die Menge der Alternativen, in denen er eine Ableh-
nung der Nullhypothese erreichen kann, eine sinnvolle Wahl dar. Jedoch ist mit Ausnahme des
LB-Test weiterhin kein Verfahren erfolgreich bei der Ablehnung von Autokorrelationen 2. Ord-
nung. Damit ist der LB-Test, falls mit solchen Abhéngigkeitsstrukturen zu rechnen ist, trotz
der gravierenden Verschlechterung im Vergleich zu den Normalbedingungen, in diesem Fall am
geeignetsten. Aus diesen Erkenntnissen lisst sich auflerdem schlieflen, dass Kontaminationen in
einer Zeitreihe, unabhingig von der konkreten Art des zugrunde liegenden Prozesses, d&hnliche

Auswirkungen auf die Trennschéirfen der betrachteten Tests hat.

3.2.3 Abweichungen von der Varianzhomogenitit

Weiterhin ist interessant, wie sich die Testverfahren im AR(2)-Fall verhalten, falls Abweichungen
von der Homogenitét der Varianzen in den Zeitreihen vorliegen. In Anlehnung an dieselben Un-
tersuchen in Kapitel 3.1 werden die Testverfahren deshalb im Folgenden auf simulierte Zeitreihen
mit einer wachsenden Varianz von 1 auf N/10 am Ende der Zeitreihe angewendet. Die Simula-
tionsergebnisse sind in den Abbildungen 3.65 bis 3.68 dargestellt.

Dabei fillt auf, dass diejenigen Tests, die lediglich auf dem sequenziellen Schema der Beob-
achtungen beruhen, im Vergleich zu den Ergebnissen unter Normalbedingungen keine deutliche
Veranderung zeigen. In kleinen Stichproben von N < 50 sind dabei leichte Verschlechterungen
der Trennschérfe erkennbar, fiir grofiere Beobachtungszahlen sind jedoch kaum noch Unterschie-
de zwischen den beiden Szenarien festzustellen. Auch der VNRR-Test zeigt ein dhnliches Ver-
halten. Da die Grole der Beobachtungen, die im Wesentlichen durch die Varianzverdnderungen
beeinflusst wird, fiir diese Verfahren keine Rolle spielt, ist dieses Verhalten versténdlich.

Wie bereits in Kapitel 3.1 erortert, sind der BDS- und der LB-Test die einzigen, die eine
wachsende Varianz als Abweichung von der Zufilligkeit erkennen kénnen. Dabei gelingt es dem
BDS-Test bei einem Stichprobenumfang von N = 500, die Nullhypothese auf dem gesamten
Spektrum eindeutig abzulehnen. Der LB-Test hingegen bekommt lediglich deutliche Schwie-
rigkeiten, das Niveau unter der Nullhypothese einzuhalten, erreicht aber zu den betrachteten
Stichprobenumfingen nie eine eindeutige Ablehnung. Die Begriindungen fiir diese Verhaltens-

weisen wurden im Rahmen von AR(1)-Prozessen bereits ausgiebig diskutiert (s. Kap 3.1.4).
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Abbildung 3.65: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationédren AR(2)-Alternativen
in Abhéngigkeit von p; und ps fiir N = 20 Beobachtungen und einer wachsenden

Varianz
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Abbildung 3.66: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationédren AR(2)-Alternativen
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Varianz
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Abbildung 3.67: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationédren AR(2)-Alternativen
in Abhéngigkeit von p; und po fiir N = 100 Beobachtungen und einer wach-

senden Varianz
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Abbildung 3.68: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationéren AR(2)-Alternativen
in Abhéngigkeit von p; und po fiir N = 500 Beobachtungen und einer wach-

senden Varianz
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Diese Simulationsergebnisse legen also nahe, dass eine wachsende Varianz stets die gleichen
Auswirkungen auf die Testverfahren hat. So gelingt es lediglich dem BDS- und dem LB-Test,

Varianzénderungen in der Zeitreihe zu detektieren. Die {ibrigen Verfahren reagieren robust.

3.2.4 Trend

Weiter ist von Interesse, wie die Testverfahren im AR(2)-Fall reagieren, wenn eine Niveaudnderung
in der Zeitreihe vorhanden ist. Dazu soll hier exemplarisch untersucht werden, wie sich ein Trend
der Steigung 2/N in den einzelnen Zeitreihen auf die Trennschirfen der verschiedenen Test-
verfahren auswirkt (vgl. Kap. 3.1). Die Ergebnisse dieser Simulation sind fiir unterschiedliche
Stichprobenumfinge in den Abbildungen 3.69 bis 3.72 dargestellt.

Bei der Betrachtung der Trennschéirfen werden wieder deutliche Parallelen zu den Auswirkun-
gen eines Trends bei einem AR(1)-Prozess sichtbar. So bleiben die Trennschérfen des DW-Tests
und des TP-Tests von dem Trend weitestgehend unbeeinflusst, wohingegen der Runs-Test, der
VNRR-Test und der BDS-Test Verschiebungen in den Bereich negativer Korrelationen zeigen.
Auffillig ist, dass nicht nur eine Wechselwirkung zwischen p; und dem Trend vorhanden zu sein
scheint, sondern auch der konkrete Wert von py eine Rolle fiir die Testentscheidungen spielt. So
ist die Verschiebung fiir sehr kleine Werte von po schwécher ausgepragt als fiir Werte zwischen
-0.5 und 0, bei denen die Verschiebung am stérksten ist. Anhand der Abbildungen macht sich
diese Systematik durch die nach links gekriimmten Formen der Annahmebereiche bemerkbar.

Der LB-Test und die K-VZ-Tests nehmen in diesem Szenario, dhnlich wie im AR(1)-Fall, eine
Sonderstellung ein. So sind sie in der Lage, den Trend als eine Abhéngigkeitsstruktur iiber die
Zeit in der Zeitreihe zu erkennen und die Nullhypothese fiir eine hinreichend grofie Stichprobe
abzulehnen. Dabei gelingt es dem LB-Test bereits ab einem Stichprobenumfang von N = 100, die
Nullhypothese fiir alle Werte von p; und ps mit grofler Zuverldssigkeit zu verwerfen. Bei den K-
VZ-Tests ist dies bei derselben Beobachtungszahl lediglich fiir Kombinationen von betragsmafig
kleinen Werten in der Mitte des Stationaritdtsdreiecks moglich. Ab einem Stichprobenumfang
von N = 500 erreichen sie dann — abgesehen von Bereichen mit stark negativen Werten von ps
— eine dhnliche Trennschirfe wie der LB-Test.

Die Verénderungen der Trennschirfen sind dabei mit #hnlichen Uberlegungen zu erkliren, wie
bei AR(1)-Prozessen. So reagiert der TP-Test wieder robust, da die Anzahl der Turning-Points
durch einen geringen Trend kaum beeinflusst wird. Die Verschiebungen in den Bereich negativer
Korrelationen der anderen nichtparametrischen Verfahren sind erneut mit Wechselwirkungen
des Trends mit den autoregressiven Parametern zu erkliren, die dazu fithren, dass die Teststa-
tistiken unter Alternativen Werte annehmen, die unter der Nullhypothese zu erwarten wiren.
Die Fahigkeit des LB-Tests und der K-VZ-Tests, den Trend zu detektieren, sind dabei auf die
breiteren Alternativen, die sie umfassen, zuriickzufithren. So werden ihre Teststatistiken nicht
im Wesentlichen durch eine Autokorrelation 1. Ordnung beeinflusst, dessen Schitzer durch den

Trend unter gewissen Alternativen verzerrt werden kann.
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Abbildung 3.70: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationédren AR(2)-Alternativen

in Abhéngigkeit von p; und po, fiir N = 50 Beobachtungen und einem Trend
der Steigung 2/N
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Abbildung 3.71: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationdren AR(2)-Alternativen
in Abhéangigkeit von p; und po, fiir N = 100 Beobachtungen und einem Trend
der Steigung 2/N
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Abbildung 3.72: Simulierte Trennschérfen der Testverfahren bei stationdren AR(2)-Alternativen
in Abhéngigkeit von p; und po, fiir N = 500 Beobachtungen und einem Trend
der Steigung 2/N
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Insgesamt legen die Ergebnisse der Testverfahren bei Zeitreihen mit einem Trend nahe, dass
sich auch die Auswirkungen von Niveauverianderungen auf ihre Trennschérfen fiir unterschiedli-
che, zugrunde liegende Prozesse nicht deutlich unterscheiden. So sind hier bei allen Testverfahren
ahnliche Effekte erkennbar wie im AR(1)-Fall. Wahrend der TP-Test und der DW-Test robust
regieren, zeichnen sich der LB-Test und die K-VZ-Tests dadurch aus, dass sie den Trend als
eine Abweichung von der Zufilligkeit identifizieren kénnen. Die Annahmebereiche der {ibrigen

Verfahren verschieben sich erneut in den Bereich negativer Korrelationen.

3.2.5 Resiimee

Bei der Betrachtung der Trennschérfen in AR(2)-Prozessen zeigt sich deutlich, dass viele der
betrachteten Verfahren lediglich fiir die Aufdeckung von Autokorrelationen 1. Ordnung geeignet
sind. So hat der Parameter po beim DW-, BDS-, Runs- und VNRR-Test unter Normalbedingun-
gen kaum einen Einfluss auf deren Testentscheidungen. Der TP-Test nimmt eine Sonderstellung
ein und ist im Prinzip auch in der Lage, Autokorrelationen 2. Ordnung zu erkennen. Allerdings
gelingt ihm eine Ablehnung der Nullhypothese unter Alternativen nicht, in denen zumindest
anndherungsweise p; = p2 gilt. Die K-VZ-Tests erreichen in diesem Szenario fiir sehr wenige
Alternativen iiberhaupt eine Ablehnung der Nullhypothese. Sie zeichnen sich jedoch dadurch
aus, dass die ebenfalls extreme Korrelationen 2. Grades zu erkennen scheinen. Mit Abstand am
besten schneidet hier der LB-Test ab, der fiir eine hinreichend grofie Anzahl an Beobachtung
eine hervorragende Trennschirfe aufweist und bereits geringe Abweichungen der Parameter p;
und py von 0 erkennen kann.

Die Betrachtung von Szenarien, in denen Abweichungen von den Voraussetzungen der Test-
verfahren vorhanden sind, legt nahe, dass sie die gleichen Effekte haben wie im Fall von AR(1)-
Prozessen. So bewirken Abweichungen von den Verteilungsannahmen bei den nichtparametri-
schen Verfahren sogar eine Verbesserung der Trennschérfe und Kontaminationen verschlechtern
die Trennschérfe der parametrischen Verfahren wieder deutlich. Auch wachsende Varianzen ha-
ben lediglich einen Einfluss auf den LB- sowie den BDS-Test, die sie als Abweichung von der
Zufilligkeit der Zeitreihen erkennen kénnen. Das Vorhandensein eines Trends auf die verschiede-
nen Testverfahren hat ebenfalls &hnliche Effekte wie im AR(1)-Fall. Damit liegt die Vermutung
nahe, dass die Effekte dieser Szenarien nicht von der Art des zugrunde liegenden Prozesses
abhéngen. Da die Auswirkungen dieser Szenarien bereits umfassend in Kapitel 3.1 diskutiert
wurden, sollen die Trennschérfen fiir die folgenden Untersuchungen, bei denen noch weitere

Prozesse betrachtet werden, nur noch unter Normalbedingungen diskutiert werden.
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3.3 Saisonale AR-Prozesse (SAR-Prozesse)

Im Kapitel 3.2 zu AR(2)-Prozessen wurde deutlich, dass viele der Testverfahren Probleme damit
haben, Autokorrelationen zum Lag 2 zu detektieren, wihrend eine Erkennung von Abweichun-
gen des Parameters p; von 0 fiir sie kein Problem darstellt. Somit stellt sich die Frage, wie die
verschiedenen Testverfahren auf Autokorrelationen zu einem hoheren Lag reagieren und wel-
che Verfahren in der Lage sind, derartige Korrelationsstrukturen iiber weitere Distanzen als
Abweichung von der Unabhéngigkeit in der Zeitreihe zu erkennen.

Im Folgenden sollen deshalb Prozesse betrachtet werden, in denen Abhéingigkeitsstrukturen
zwischen Beobachtungen zu Vielfachen eines saisonalen Lags S zu beobachten sind. Beispiele,
in denen solche Abhéngigkeitsstrukturen zu erwarten wéren, sind z. B. Quartals- oder Monats-
daten, bei denen Beobachtungen aus denselben Quartalen (Lag 4) bzw. Monaten (Lag 12) dazu
neigen, dhnliche Werte annehmen, wihrend aufeinanderfolgende Werte typischerweise keine oder
eine vergleichsweise geringe Korrelationen aufweisen. Ein Beispiel dafiir sind Umsatzdaten, die
maflgeblich von der Anzahl der Arbeitstage im entsprechenden Monat und von einer monatsspe-
zifischen Nachfrage abhéngen. Prozesse dieser Art werden gemeinhin als saisonale autoregressive
Prozesse zur Saisonalitét S bezeichnet. In Anlehnung an Brockwell und Davis (2010, S. 218)

werden im Folgenden also Modelle der Form:
Ty =+ psti_s +we, |ps| <1, wi~WN(0,05 )

mit der Saisonalitdt S € {1,...,6} und t € {S + 1,..., N} mit u = 0 betrachtet. Ein solcher
Prozess ist dabei, dhnlich wie im AR(1)-Fall, genau dann stationér, wenn |pg| < 1 gilt.

Die Simulationsergebnisse fiir Zeitreihen mit N = 50 und N = 500 Beobachtungen sind in
Abhéngigkeit von der Saisonalitéit S und dem zugehérigem Autokorrelationskoeffizienten pg in
Abbildung 3.73 und 3.74 dargestellt. Dabei ist zu beachten, dass die Ergebnisse fiir S = 1 denen
des AR(1)-Falls aus Kapitel 3.1 entsprechen und die Ergebnisse fiir S = 2 denen im AR(2)-Fall
aus Kapitel 3.2, falls der Parameter p; auf 0 fixiert wird.

Die Ergebnisse verdeutlichen, dass die meisten der betrachteten Testverfahren lediglich fiir
die Saisonalitédt S = 1 zufriedenstellende Ergebnisse liefern. So gelingt es bei S = 2 und einem
Beobachtungsumfang von N = 500 lediglich dem TP-Test und dem LB-Test, die Nullhypothese
bei moderaten betragsméfiigen Abweichungen von ca. 0.3 erfolgreich zu verwerfen. Alle anderen
Verfahren erreichen eine Verwerfung erst bei sehr extremen Abweichungen von ca. [0.9] in mehr
als 80 % der Félle. In diesem Zusammenhang ist besonders auffiillig, dass der DW-, der Runs-
sowie der VNRR-Test — wie es bereits im Kapitel 3.2 zu sehen war — bei einer Saisonalitéit
von S = 2 selbst extreme negative Korrelationen nicht zu erkennen scheinen. Ein &hnliche
Asymmetrie kann fiir den TP-Test bei einer Saisonalitdt von S = 3 im Bereich von stark positiven
Korrelationen festgestellt werden. Allgemein ist die Trennschérfe des TP-Tests in Abhéngigkeit

von der betrachteten Saison S erneut leicht asymmetrisch und es scheint ein alternierendes
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Verhalten vorzuliegen. Konkret kann der TP-Test fiir ungerade S negative Korrelationen besser
erkennen als positive, wihrend es bei geraden S umgekehrt zu sein scheint.

Im Hinblick auf die K-VZ-Tests wird deutlich, dass sie ebenfalls die Tendenz aufweisen, bei
kleineren Lags eine bessere Trennschérfe zu erreichen. Insgesamt zeigen sie jedoch fiir verschiede-
ne Saisonalitdten eine relativ konstante Trennschérfe. So ist kein klarer ,, Abriss“ der Trennschérfe
ab einem bestimmten .S, wie es fiir viele der anderen Verfahren der Fall ist, erkennbar. Insbeson-
dere schneidet die Trennschérfe des 5-VZ-Tests bei S > 3 unter allen Verfahren, mit Ausnahme
des LB-Tests, am besten ab. Auffallig ist weiterhin, dass die K-VZ-Tests zu jedem Lag wie-
der eine asymmetrische Trennschéirfen aufweisen, wobei positive Korrelationen immer leichter
erkannt werden konnen als negative.

Der LB-Test ist in diesem Szenario mit Abstand am besten geeignet und erreicht eine Ver-
werfung der Nullhypothese zu sdmtlichen, hier betrachteten Saisons mit einer sehr guten und
konstanten Trennschéirfe. Dabei gelingt es ihm, bereits kleine Abweichungen der saisonalen Au-
tokorrelationsparameter pg von 0 #hnlich zuverléssig zu erkennen wie im AR(1)-Fall.

Weiter ist es nun interessant herauszufinden, inwieweit sich die Wahl des Parameters H der zu
betrachtenden empirischen Autokorrelationskoeffizienten beim LB-Test (vgl. Kap. 2.4) auf seine
Trennschérfe im Rahmen von saisonalen AR-Modellen auswirkt. Insbesondere wird untersucht
was passiert, falls sie Saison S den Wert des Parameters H iiberschreitet. Dazu wurde H = 3

gesetzt und die Trennschérfe des LB-Tests ist fir S € {1,...,6} in Abbildung 3.75 dargestellt.

Saison [S]

-0.5 0.0 0.5

Ps

Abbildung 3.75: Simulierte Trennschérfen des LB-Tests mit N = 500 Beobachtungen zu unter-
schiedlichen Saisons, mit H = 3 in Abhéngigkeit von pg



136

Daraus geht hervor, dass der Test lediglich gute Ergebnisse liefert, wenn die Saisonalitét S in
der Zeitreihe kleiner ist als der Parameter H. Ist dies nicht der Fall, so kann der LB-Test lediglich
sehr extreme Korrelationen erkennen und seine Trennschérfe ist dabei insbesondere schlechter
als die der K-VZ-Tests.

Um nachzuvollziehen, warum die verschiedenen Verfahren so unterschiedlich auf das Vorlie-
gen von saisonalen Autokorrelationen reagieren, wurden zwei Zeitreihen mit starken negativen
und positiven Korrelationen zur Saisonalitéit S = 2 mit den dazugehorigen Korrelogrammen in
Abbildung 3.76 dargestellt.

Anhand der abgebildeten Korrelogramme wird deutlich, weshalb es dem LB-Test im Gegen-
satz zum DW-Test gelingt, die Nullhypothese in solchen Situationen zu verwerfen. So ist jeder
zweite empirische Autokorrelationskoeffizient stark signifikant erhéht, wohingegen g1 in beiden
Fillen viel kleiner ausfillt. Auflerdem wird deutlich, weshalb der DW-Test beim Vorliegen von
negativen Autokorrelationen 2. Ordnung vergleichsweise mehr Schwierigkeiten bei der Verwer-
fung der Nullhypothese hat. So fillt p; hier betragsméflig deutlich geringer aus als im Fall von

positiven Korrelationen, bei denen der Parameter sogar als signifikant eingestuft wird.
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Abbildung 3.76: Zeitreihen aus saisonalen AR-Prozessen bei S = 2 mit N = 100 Beobachtungen,
mit po= 0.9 (a) und p2= -0.9 (c), zugehorigen Korrelogrammen (b) und (d),

Nulllinien (rot) und empirischem Median bzw. kritischen Werten (blau)
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Diese Beobachtung ist damit zu begriinden, dass positive Autokorrelationen zum Lag 2 das Ni-
veau der Zeitreihe deutlich stiarker schwanken lassen, als es bei negativen Korrelationen der Fall
ist (vgl. Abb. 3.76). Ein solches Verhalten fiihrt dazu, dass aufeinanderfolgende Beobachtungen
dieser Zeitreihen — trotz des im Prinzip alternierenden Verhaltens, das aus Autokorrelationen 2.
Ordnung folgt — Werte einer verhéltnismafig dhnlicheren Gréflenordnung annehmen. Als Kon-
sequenz findet eine Uberschiitzung der empirischen Autokorrelationskoeffizienten 1. Ordnung
statt. Bei stark negativen Korrelationen wird deutlich, dass das Niveau der Zeitreihe weitestge-
hend konstant bleibt und benachbarte Werte dementsprechend anndhernd unabhéngige Werte
ausweisen, wodurch eine realistischere Schitzung von p; moglich ist als es bei positiven Korre-
lationen von einer gleichen Intensitat der Fall ist.

In Hinblick auf den VNRR- und den Runs-Test, sowie die K-VZ-Tests begiinstigt dieses Ver-
halten ebenfalls eine Verwerfung der Nullhypothese bei positiven Korrelationen. So fithrt es
sowohl zu weniger Runs als auch zu einer geringeren Anzahl an Vorzeichenblocken. Auflerdem
hat es zur Konsequenz, dass benachbarte Beobachtungen #hnlichere Rénge aufweisen, als es
unter der Nullhypothese zu erwarten wére. In allen Fallen nehmen die verschiedenen Teststa-
tistiken beim Vorliegen positiver Korrelationen zum Lag 2 Werte an, die eigentlich bei einer
Abhéngigkeitsstruktur 1. Ordnung zu erwarten wiren. Bei negativen Korrelationen hingegen
nehmen sie viel eher Werte an, die unter der Unabhéngigkeit vorliegen.

Fiir weitere Untersuchungen zu den Asymmetrien der Trennschérfen sind exemplarisch Zeitrei-
hen mit hoheren saisonalen Lags von S = 3 und S = 5 in Abbildung 3.77 dargestellt. Dabei zeigt
sich, dass die extremen Niveauéinderungen bei stark positiven Werten von pg mit grofier werden-
dem S deutlich abgeschwicht werden. Das oben beschriebene Verhalten ist in diesen Féllen also
deutlich schwiécher ausgeprigt als bei kleineren Werten von S und die Annahmebereiche wer-
den symmetrischer. Offensichtlich fithren aber extreme positive und negative Autokorrelationen
hoherer Ordnung ebenfalls dazu, dass die diskutierten Teststatistiken die Korrelationsstruktur
nicht erkennen kénnen.

Die Ursache dafiir, dass der TP-Test Autokorrelationen zum Lag 1 und 2 erkennen kann,
wurde bereits in Kapitel 3.2 erldutert. So konnte dort gezeigt werden, dass Autokorrelationen
zum Lag 2 die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Turning-Points beeinflussen. Eine Er-
klarung dafiir, dass eine Autokorrelation zum Lag 3 nicht mehr erkannt werden kann, liefert
die Beschaffenheit der Teststatistik des TP-Tests. So sind jeweils 3 aufeinanderfolgende Beob-
achtungen an der Entstehung eines Turning-Points beteiligt und die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Turning-Points entsteht, beruht auf der Abhéngigkeitsstruktur dieser 3 Beobachtungen. Bei
saisonalen autoregressiven Modellen einer htheren Ordnung als 2, sind 3 aufeinanderfolgende
Beobachtungen jedoch immer unabhingig, sodass hier die Wahrscheinlichkeit des Auftretens
eines Turning-Points nicht von pg abhéngt. Offenbar fithren sehr stark positive oder negative
Korrelationen aufgrund der bereits erorterten leichten Niveaudnderungen jedoch ebenfalls dazu,

dass eine Verwerfung der Nullhypothese durch daraus resultierende Effekte in einigen Fillen
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ermoglicht wird. Einen Sonderfall stellen positive Korrelationen zum Lag 3 dar. In diesem Fall
ist die Verwerfung der Nullhypothese fiir den TP-Test aufgrund der Korrelationsstruktur nicht
moglich. So wird beim Betrachten von Abbildung 3.77 (a) deutlich, dass in der Regel zu jeder
3. Beobachtung ein Hochpunkt vorliegt. Dies bedeutet, dass fiir 3 aufeinanderfolgende Werte je-
weils 2 Turning-Points zu erwarten wéren, wodurch die Wahrscheinlichkeit, bei einer beliebigen
Beobachtung einen Turning-Point vorzufinden genau 2/3 — also der Wahrscheinlichkeit unter
der Nullhypothese — entspricht.

Insgesamt wird in diesem Kapitel deutlich, dass das Erkennen von saisonalen Abhéngigkeiten
vielen der gingigen Tests zur Uberpriifung von Unabhingigkeitsannahmen einer Zeitreihe
Schwierigkeiten bereitet. Mit Abstand am geeignetsten dafiir ist der LB-Test, der zu sdmtlichen
hier betrachteten Lags Abhéngigkeitsstrukturen mit &hnlich guter Trennschérfe wie im AR(1)-
Fall erkennen kann. Dabei gilt, dass der Parameters H, der die von diesem Test betrachte-
ten empirischen Autokorrelationskoeffizienten spezifiziert, die Saisonalitéiit in der Zeitreihe S
iiberschreiten sollte, damit er in der Lage ist, diese Abhéngigkeiten zu erfassen. Auch mit dem

TP-Test konnen zumindest saisonale Korrelationen bis zur 2. Ordnung detektiert werden, was ihn
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von den {ibrigen Testverfahren abhebt. Besonders aber stechen die K-VZ-Tests in diesem Szena-
rio heraus. Sie sind in der Lage, diverse, stark ausgepréigte saisonale Abhéngigkeitsstrukturen zu
erfassen, ohne das — wie beim LB-Test — eine geeignete Spezifikation des Testverfahrens erfolgen
muss. Dies deutet darauf hin, dass die K-VZ-Tests in diesem Szenario eine breitere Alternative
als die iibrigen Tests umfassen und eventuell geeignet sind, um z. B. nach der Anpassung von
ARMA (p,q)-Modellen, verbleibende Strukturen in den Residuen zu identifizieren. Sie profitie-
ren jedoch — wie auch schon im AR(1)-Fall — kaum von einem wachsenden Stichprobenumfang,

sodass ihre Trennschiérfe allgemein eher schwach ausfallt.
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3.4 MA(1)-Prozesse

Im Folgenden sollen die unterschiedlichen Testverfahren auf eine Auswahl von Moving-Average-
Prozessen 1. Ordnung (MA(1)-Prozesse) angewendet werden (s. Kap. 2.2). Anders als bei auto-
regressiven Prozessen, wie sie in den vorherigen Kapiteln betrachtet wurden, stehen dabei nicht
die Beobachtungen miteinander in Beziehung, sondern vielmehr die nicht beobachtbaren Zufalls-
groflen. Diese Art von Prozessen findet Anwendung in Situationen, in denen sich Innovationen
zu vergangenen Zeitpunkten immer im gleichem Maf§ auf zukiinftige Beobachtungen auswirken.

Konkret sind in diesem Abschnitt mathematisch Zeitreihen der Form
Ty = U+ VwWe—1 + Wy, Wy NWN(O,O'%/VN)

fir t € {2,..., N} mit 4 = 0 von Interesse. Es kann gezeigt werden, dass MA(1)-Prozesse fiir
jeden Wert von v stationér sind (Shumway und Stoffer, 2017, S. 82). Die Unabhéingigkeit eines
solchen Prozesses ist dabei genau dann gegeben, wenn v; = 0 gilt. In dieser Arbeit werden auf-
grund der wenigen neuen Systematiken bei betragsmifiig grofieren Werten des Moving-Average-
Parameters lediglich Alternativen von v € [-5,5] bei einer Gitterfeinheit von 0.01 betrachtet
und die Trennschérfe der verschiedenen Testverfahren wurde fiir solche Alternativen untersucht.
Die Ergebnisse fiir verschiedene Stichprobenumfiinge sind dabei in Abbildung 3.78 dargestellt.

Beim Betrachten der Abbildungen fillt vor allem auf, dass sémtliche Verfahren bei Stichpro-
benumféngen, die kleiner als 100 sind, generelle Probleme bei der Verwerfung der Nullhypothese
haben. So gelingt es lediglich dem DW- und dem VNRR-Test bei einem Wert des Parameters
v1 von ca. 1 bzw. -1 in 95% der Simulationen zu verwerfen. Auch bei einer Beobachtungszahl
von N = 100 ist keines der Verfahren in der Lage, die Unabhéngigkeit fiir betragsméflig grofie
Werte von vy abzulehnen. Bei moderaten Werten von bis zu |2| kénnen jedoch zumindest der
VNRR- sowie der DW-Test eine Abhéingigkeitsstruktur erkennen und sie schneiden damit bei
sdmtlichen Stichprobenumfingen mit Abstand am besten ab. Speziell bei N = 500 gelingt es
diesen Verfahren bereits minimale Abweichungen des Parameters v von ca. 0.1 sehr zuverlissig
erkennen. Auch erreichen sie eine Ablehnung der Nullhypothese bei allen iibrigen Werten im
Intervall [-5,5].

Etwas schlechter erscheinen hier der LB- und der Runs-Test, die die Unabhéingigkeit bei einer
Beobachtungszahl von N = 100 lediglich fiir betragsméfiige Werte des Parameters 11 von bis zu
ca. 1.5 verwerfen kénnen. Im Bereich kleinerer Werte weisen sie dabei eine dhnliche Trennschérfe
auf wie der DW- und der VNRR-Test. Bei einem Stichprobenumfang von N = 500 haben sie
fiir Werte von |v1| > 4 immer noch Probleme bei der Ablehnung der Nullhypothese.

Beim BDS-Test fillt auf, dass es ihm — wie schon im AR(1)- und AR(2)-Fall — nicht gelingt,
das Niveau bei einem Stichprobenumfang von unter N = 500 einzuhalten. Auch bei einem fiir
ihn geeigneten Stichprobenumfang hat er deutlich mehr Probleme, die Nullhypothese bei grofien

Werten von v zu verwerfen, als die oben genannten Verfahren.
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Der TP-Test weist hier erneut eine asymmetrische Trennschérfe auf, wobei es ihm zu jedem
Stichprobenumfang deutlich schwerer fillt, die Nullhypothese bei negativen Werten des Moving-
Average-Koeffizienten zu verwerfen. Fiir positive Werte entspricht seine Trennschéirfe in etwa
der des LB- und des Runs-Tests.

Eine Ausnahme bilden hier die K-VZ-Tests, die erneut die schlechteste Trennschirfe unter
allen Testverfahren aufweisen und insbesondere Alternativen mit positiven vy unabhingig vom
Stichprobenumfang nicht erkennen kénnen. Aber auch fiir negative Werte des Parameters ist
die Trennschirfe sehr schlecht, sodass die Nullhypothese fiir keinen Wert in mehr als 50 % der
Falle abgelehnt werden kann.

Auch wenn dieser Bereich hier nicht mehr dargestellt ist, fillt auf, dass die Testverfahren un-
abhéngig von Stichprobenumfang bei hinreichend grofiem v erneut Probleme bei der Ablehnung
der Nullhypothese bekommen.

Um nachvollziehen zu kénnen, weshalb die unterschiedlichen Testverfahren in dieser Art und
Weise auf die verschiedenen Alternativen reagieren, werden im Folgenden verschiedene MA (1)-
Prozesse mit zugehorigen Korrelogrammen betrachtet. Fiir 2 exemplarische Zeitreihen mit v; = 1

und v; = -1 und einer Beobachtungszahl von N = 100 sind diese in Abbildung 3.79 dargestellt.
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Abbildung 3.79: Zeitreihen von MA(1)-Prozessen mit N = 100 Beobachtungen, mit ;=1 (a)
und v1= -1 (c) zugehorigen Korrelogrammen (b) und (d), Nulllinien (rot) und

empirischem Median bzw. kritischen Werten (blau)
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Dabei handelt es sich um Zeitreihen aus einem Bereich des Parameters v, in dem die meisten
Verfahren am ehesten eine Ablehnung der Nullhypothese erreichen.

Anhand der Korrelogramme wird deutlich, warum die parametrischen Verfahren die Nullhy-
pothese bei diesen Werten so zielsicher ablehnen kénnen. So ist der empirische Autokorrelati-
onskoeffizient 1. Ordnung in beiden Fillen signifikant erhoht. Insbesondere ist die theoretische
Autokorrelation bei Werten von v; = 1 bzw. 14 = -1 mit p; = 0.5 maximal (vgl. Kap. 2.2).
Typisch fiir MA(1)-Prozesse ist dabei weiterhin, dass die Korrelationskoeffizienten — anders als
beim AR(1)-Prozess — nicht abklingen, sondern nach ¢ Lags abreiflen. Heuristisch ldsst sich
dies mit der Form des Prozesses erklidren. So hingt ein Wert eines allgemeinen MA (q)-Prozesses
lediglich von den ¢ gewichteten Vergangenheitswerten des Weilen Rauschens ab und insbeson-
dere sind x; und x4 fiir alle t € {1,..., N - ¢ - 1} unabhéngig. Dadurch erkldrt sich auch die
iiberlegene Trennschérfe des DW-Tests gegeniiber der des LB-Tests, da letzterer 14 zusétzliche,
nicht signifikant erhdhte, empirische Autokorrelationskoeffizienten betrachtet. Als Konsequenz
erhohen sich in diesem Fall lediglich die kritischen Werte, ab denen eine Ablehnung der Nullhy-
pothese erfolgt, ohne dass der Test von deren Miteinbeziehung profitiert.

Mit frither angestellten Uberlegungen wird auch die gute Trennschirfe des VNRR-Tests
verstiandlich. So neigen aufeinanderfolgende Werte der Zeitreihe dazu, abhéngig davon, ob 14
positiv oder negativ ist, dhnlichere bzw. unterschiedlichere Werte anzunehmen, als es unter
der Unabhéngigkeit der Fall wére. Dies verdeutlichen die in Abbildung 3.79 dargestellten Kor-
relogramme. Auch das Verhalten des Runs- und BDS-Tests ldsst sich durch die vorhandene
empirische Korrelation in MA-Prozessen erkliren, die in den betrachteten Fillen eine korrekte
Ablehnung der Nullhypothese mit den gleichen Argumenten wie im AR(1)-Prozess erméglicht.

Um die stark asymmetrische Trennschérfe des TP-Tests im MA(1)-Fall zu verstehen, macht
es Sinn, die Auswirkungen von unterschiedlichen Werten des MA-Koeffizienten auf seine Test-
statistik zu untersuchen. Dabei werden Situationen betrachtet, in denen eine Ablehnung der
Nullhypothese heuristisch am wahrscheinlichsten ist, also in denen die empirische Autokorrelati-
on maximal wird. So fithren moderate positive Werte von v dazu, dass weniger Turning-Points
auftreten, als es unter der Nullhypothese zu erwarten wéire. Dies ist exemplarisch fiir v; = 1
damit zu begriinden, dass das Auftreten eines Hochpunkts (analog eines Tiefpunkts) im MA(1)-

Prozess folgende Bedingungen erfordert:

Ty > Tp—1 N T > Tpq1
< Wt VW1 > W1 + VW2 N Wy + VW1 > W1 + V1w

S Wp > W2 N Wi—1 > Wit

Da die Zufallsgroflen einem Weiflen Rauschen entstammen und die beiden erforderlichen Er-
eignisse unabhéngig sind, ergibt sich hier die Wahrscheinlichkeit eines Hochpunkts von 0.25. Auf
analoge Weise kann nachvollzogen werden, dass die Wahrscheinlichkeit eines Tiefpunktes eben-

falls 0.25 betréigt, sodass die Wahrscheinlichkeit eines Turning-Points genau ihrer Summe, also
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0.5, entspricht. Damit ist das Auftreten eines Turning-Points in diesem Fall wesentlich weniger
wahrscheinlich als unter der Unabhéngigkeit, wo sie genau 2/3 entspricht (vgl. Kap. 2.6). Da-
mit wird deutlich, warum hier eine Verwerfung der Nullhypothese stattfinden kann. Bei einem
dhnlichen Vorgehen im Fall, dass v; = -1 gilt — wobei eine grofiere Anzahl von Turning-Points
zu erwarten wére — ist die Wahrscheinlichkeit deutlich schwieriger zu berechnen. Das liegt dar-
an, dass die Unabhéngigkeit der beiden oben beschriebenen Ereignisse nicht ausgenutzt werden
kann. Aus diesem Grund wurden 1000 Zeitreihen aus solchen MA(1)-Prozessen simuliert und
die Anzahl der Turning-Points wurde fiir jede von ihnen berechnet, um eine Vorstellung von
den Auswirkungen eines negativen MA-Parameters von -1 zu bekommen. Dabei ergab sich eine
mittlere Anzahl von 71.44 Turning-Points, die nicht viel grofler als die zu erwartende Anzahl
von 66 ist. Insbesondere wiirde eine solche Anzahl von Turning-Points nicht dazu fithren, dass
eine Ablehnung der Nullhypothese stattfindet. Zur besseren Veranschaulichung wurde auflerdem
die mittlere Anzahl von Turning-Points fiir alle hier betrachteten Werte des Parameters vy in
Zeitreihen mit N = 100 Beobachtungen, gemeinsam mit den kritischen Werten, ab denen eine
Ablehnung stattfindet, in Abbildung 3.80 dargestellt.

Dabei zeigt sich erneut die asymmetrische Auswirkung des MA-Parameters und insbesondere
die Tatsache, dass negative Werte die Anzahl der Turning-Points weniger stark beeinflussen als
positive. Insbesondere fithren negative Korrelationen in diesem Fall nicht zu einer Verwerfung
der Nullhypothese. Somit kann nachvollzogen werden, warum der TP-Test in diesem Szenario

im Bereich negativer MA-Koeffizienten eine so schlechte Giite aufweist.
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Weiter ist es von Interesse, weshalb die Verfahren ab einer bestimmten Grofle von vq nicht
mehr in der Lage sind, die Abhéngigkeitsstruktur der Zeitreihe zu erkennen. Um dies nachzu-
vollziehen, sind Zeitreihen mit einem Moving-Average-Koeffizienten von 4 bzw. -4 und bei einer
Beobachtungszahl von N = 100 mit den zugehorigen Korrelogrammen in Abbildung 3.81 dar-
gestellt. Damit stammen die Zeitreihen aus einem Bereich, in dem es keinem der betrachteten
Testverfahren gelingt, die Nullhypothese der Unabhéngigkeit zu verwerfen.

Anhand der Zeitreihen ist zunéchst ersichtlich, dass die Beobachtungen des Prozesses auf-
grund des betragsmiéflig grolen Wertes von 14 insgesamt groffere Werte annehmen. Dabei sind
die empirischen Korrelationskoeffizienten 1. Ordnung jedoch nicht mehr signifikant erhoht. Dies
ldsst sich darauf zuriickfithren, dass der theoretische Autokorrelationskoeffizient 1. Ordnung fiir
v1 = 4 deutlich kleiner ausfillt als z. B. im Fall v; = 1 (s. Kap. 2.2). Konkret strebt sein
Wert fiir groflere bzw. kleinere Werte als 1 bzw. -1, bei denen er sein Maximum annimmt, ge-
gen 0. Aus diesem Grund haben die parametrischen Verfahren, deren Testentscheidung lediglich
auf dem Wert von g7 beruht, auch Probleme die Nullhypothese abzulehnen. Mit zunehmender

Beobachtungszahl wird jedoch der auf der Normalverteilung von den empirischen Autokorrela-
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tionskoeffizienten basierende, kritische Wert immer kleiner, sodass auch betragsméfig grofiere
Werte des Parameters v; zu signifikanten Autokorrelationen fiihren kénnen. Zur Veranschauli-
chung ist die Funktion von f(v1) = p1 in Abhéngigkeit von v; in Abbildung 3.82 dargestellt.
Dabei zeigt sich eine gewisse Ahnlichkeit mit der Anzahl der Turning-Points in einer Zeitreihe
(s. Abb. 3.80), die offenbar mafigeblich von der Korrelation in der Zeitreihe abhéingt.

Die Probleme der nichtparametrischen Verfahren sind durch @hnliche Uberlegungen nachvoll-
ziehbar. So hiingen die Rénge der Beobachtungen sowie die Anzahl der Vorzeichenwechsel oder
der Runs im Wesentlichen mit der empirischen Autokorrelation zusammen. Ist diese zu klein, so
entspricht die Anzahl der Mediandurchgéinge, Nulldurchgéinge sowie die sukzessiven Differenzen
aufeinanderfolgender Beobachtungen eher einer, die unter der Nullhypothese zu erwarten wére.

Insgesamt zeigt sich im Fall von MA(1)-Prozessen, dass die Trennschérfen der Testverfahren
im Wesentlichen von den Werten des Autokorrelationsparameters p; abhéingen. Da der maxima-
le Wert dieses Parameters im Fall || = 1 erreicht wird, ist die Trennschérfe der Testverfahren
hier am besten und eine Ablehnung der Nullhypothese erfolgt bei diesen Werten am ehesten. Fiir
kleinere und grofiere Werte nimmt die Trennschéirfe immer weiter ab. Am besten schneiden der
DW- sowie der VNRR-Test in diesem Szenario ab, da sie auch im AR(1)-Fall unter Normalbe-
dingung die beste Trennschéirfe aufweisen. Da die empirischen Autokorrelationskoeffizienten im
MA (1)-Fall nicht abklingen, ist die Trennschérfe des LB-Tests hier im Vergleich etwas schlech-
ter als im AR(1)-Fall und entspricht in etwa der des Runs-Tests. Aufféllig ist weiterhin, dass
der TP-Test eine deutliche Asymmetrie entwickelt und die Nullhypothese bei positiven Werten
von v héufiger verwerfen kann als bei negativen. Die K-VZ-Tests bilden im MA(1)-Fall das
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Abbildung 3.82: Funktion des theoretischen Autokorrelationskoeffizienten in MA (1)-Prozessen
f(v1) = p1 in Abhéngigkeit von v
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Schlusslicht und sind kaum in der Lage, Abweichungen von der Unabhingigkeit zu detektieren.
Dabei ist besonders bemerkenswert, dass sie Alternativen mit positiven Werten des Parame-
ters vy iiberhaupt nicht erkennen kénnen, wihrend die Nullhypothese bei negativen Werten im
Bereich starker Autokorrelationen zumindest bei 50 % der Zeitreihen abgelehnt werden kann.
Offenbar stellen sie aber keine gute Wahl fiir die Erkennung von MA(1)-Prozessen dar, was
damit zusammenhingen konnte, dass die Abhingigkeitsstruktur hier noch ,lokaler* ist als im
AR(1)-Prozess. So wurde insbesondere erldutert, dass die Autokorrelation hier in jedem Fall
nach bereits einem Lag abreifit, sodass die K-VZ-Tests anteilmifig noch mehr uninformative

Tupel zur Entscheidungsfindung heranziehen, als im AR(1)-Fall.
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3.5 GARCH(1,1)-Prozesse

Eine weitere Abweichung von der Unabhéngigkeitsannahme in einer Zeitreihe stellt eine Kor-
relation der Fehlerterme eines Prozesses dar. Anders als bisher sollen in diesem Kapitel also
Zeitreihen aus Prozessen betrachtet werden, in denen die Varianzen der Innovationen mitein-
ander korreliert sind. Dabei ist es von Interesse, ob die betrachteten Testverfahren in der Lage
sind, Abhéangigkeitsstrukturen dieser Art anhand von Zeitreihen zu detektieren.

Eine in der Praxis weit verbreitete Klasse von Modellen, in denen die Fehler als korreliert
modelliert werden, stellen die GARCH(1,1)-Prozesse dar (s. Kap. 2.2). Besondere Anwendung
finden sie bei der Modellierung von Finanzmarkt-Zeitreihen oder Aktienkursen, die in Kriesen-
perioden typischerweise deutlich stérker schwanken und damit sogenannte Volatillitdtscluster

aufweisen. Im Folgenden werden stationdre Prozesse der Form:

Yt = €, €t = OtWg, W ~ WN(O, 1)
op = w+ag_; + foi
mit w = 0 betrachtet. Es kann gezeigt werden, dass die Stationaritdt eines solchen Prozesses
genau dann gegeben ist, wenn a + 5 < 1 gilt (Verbeek, 2012, S. 299). Dabei implizieren Werte
von o+ 3 nahe 1 eine hohe Persistenz in der Volatilitdt. Eine Zeitreihe der Lange N = 5000 eines
GARCH(1,1)-Prozesses mit typischen Parameterwerten von o = 0.09 und g = 0.9 ist dabei in
Abbildung 3.83 dargestellt.

Um die Trennschirfe der verschiedenen Testverfahren zu beurteilen, werden verschiedene Al-

ternativen solcher Prozesse betrachtet. So wurden die mittleren Ablehnungsraten bei 100 simu-
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Abbildung 3.83: Zeitreihe der Linge N = 5000 von einem GARCH(1,1)-Prozess mit Parameter-
werten von o = 0.09 und 8 = 0.9
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lierten Zeitreihen auf einem Gitter fiir Parameterwerte von 0.05 < o < 0.1 und 0.85 < 3 < 0.98
mit einer Feinheit von 0.005 ermittelt. Dabei wurde sichergestellt, dass nur Kombinationen be-
trachtet wurden, fiir die a 4+ 8 < 1 gilt. Bei dieser Auswahl von Parameterwerten erfolgte eine
Orientierung an den in der Praxis géngigen Kombinationen. Eine Unabhéngigkeit des Prozes-
ses ist dabei in keinem der betrachteten Félle gegeben, sodass ein Verfahren die Nullhypothese
im Idealfall auf dem gesamten Spektrum ablehnen sollte. Die entsprechenden Ergebnisse fiir
Beobachtungszahlen N = 500 und N = 5000 sind in den Abbildungen 3.84 und 3.85 dargestellt.

Beim Betrachten dieser Grafiken wird deutlich, dass bis auf den Broock-Dechert-Schreinkman-
Test keines der Verfahren in der Lage ist, die Abhéngigkeitsstruktur eines GARCH(1,1)-Modells
sicher als Abweichung von der Unabhingigkeit zu erkennen. Eine gewisse Ausnahme stellt der
LB-Test dar, der die Nullhypothese bei N = 5000 zumindest bei Prozessen mit hoher Volati-
litdtspersistenz, also mit Werten, in denen « + 8 nahe 1 liegt, in ca. 50 % der Félle zu erkennen
scheint. Dem BDS-Test hingegen gelingt es, solche Alternativen mit hoherer Sicherheit bereits
bei N = 500 zu erkennen. Bei einer Beobachtungszahl von N = 5000 kann er die Nullhypothese
auf dem gesamten betrachteten Spektrum zuverléssig ablehnen.

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 3.1 und 3.2 sind diese Beobachtungen fiir den Fall, dass Va-
rianzinhomogenitéten in den Zeitreihen auftreten, gut nachvollziehbar. So wurde dort deutlich,
dass diejenigen Testverfahren, die lediglich auf dem sequenziellen Schema der Beobachtungen
beruhen, nur im sehr geringen Mafle und bei wenigen Beobachtungen von einer Varianzéinderung
beeinflusst werden. Dies wurde darauf zuriickgefiihrt, dass die Varianz der Innovationen keinen
Einfluss auf die Vorzeichen der Beobachtungen hat. Die Wahrscheinlichkeiten, dass Beobach-
tungen tiber bzw. unter dem empirischen Median liegen, werden ebenfalls nicht beeinflusst. Der
Effekt auf die Rédnge der Beobachtungen scheint dabei ebenfalls vernachléssigbar zu sein. Insbe-
sondere sind der LB- und der BDS-Test die einzigen Verfahren, die iiberhaupt in der Lage sind,
wachsende Varianzen als Abweichung von der Zufilligkeit der Zeitreihe zu detektieren.

Im néchsten Schritt soll untersucht werden, ob es dem BDS-Test gelingt, die Nullhypothese
bei sehr geringen Volatilitdtseffekten bzw. unter der Unabhéngigkeit beizubehalten. Dabei liegt
eine konstante Varianz — und damit die Unabhéngigkeit der Innovationen — in der Zeitreihe
genau dann vor, wenn « = 0 und 8 = 1 sind. Die Simulationsergebnisse auf einem erweiterten
Gitter, das diese Alternativen beinhaltet, ist in Abbildung 3.86 dargestellt.

Daraus geht hervor, dass es dem BDS-Test gelingt, das Niveau unter der Unabhéngigkeit der
Fehler einzuhalten. Offenbar hat er aber auch Schwierigkeiten bei der Ablehnung der Nullhy-
pothese, falls der Parameter « sehr klein (< 0.04) ist. Dies lédsst sich damit erkldren, dass die
Persistenz der Volatilitédtscluster fiir solche Parameterwerte sehr gering ist, sodass die Cluster-
struktur in der Zeitreihe schon rein optisch kaum erkennbar ist. Insbesondere nihert sich die
Struktur fiir kleine e immer weiter der Unabhéngigkeit an. Zur Veranschaulichung ist eine exem-
plarische Zeitreihe mit Parameterwerten von o = 0.01 und 8 = 0.98, zu denen eine Ablehnung
der Nullhypothese nicht erreicht werden kann, in Abbildung 3.87 dargestellt.
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Abbildung 3.87: Zeitreihe eines stationiren GARCH(1,1)-Prozesses mit einer Beobachtungszahl
von N = 5000 und Parameterwerten von o = 0.01 und 8 = 0.98
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Da die Entscheidungsfindung des BDS-Tests mafigeblich von dem Abstand zwischen m-
Historien abhéngt, der in Volatilitatsclustern offensichtlich viel grofler ist als in der restlichen
Zeitreihe, wird somit auch nachvollziehbar, warum ihm eine Ablehnung der Nullhypothese in
einem solchen Fall sehr schwer fallt.

Bei diesen Beobachtungen ist zu beachten, dass Parameterkombinationen, die in den Ab-
bildung 3.84 und 3.85 untersucht wurden, praxisrelevante Prozesse umfassen. Somit spielen die
Alternativen, in denen der BDS-Test keine Ablehnung der Nullhypothese erreichen kann (s. Abb.
3.86) in der Praxis keine Rolle und die gewonnenen Erkenntnisse sind lediglich von theoretischem
Interesse.

Insgesamt zeigt sich in diesem Abschnitt, dass die Miteinbeziehung von den konkreten Gréfien
der Beobachtungen bzw. von Abstinden zwischen Beobachtungen essenziell fiir die Erken-
nung von Strukturen in Zeitreihen ist, in denen Varianzénderungen vorliegen. So gelingt es
bei GARCH(1,1)-Prozessen lediglich dem BDS-Test befriedigende Ergebnisse zu liefern. Der
LB-Test scheint zwar auch in der Lage zu sein, derartige Stukturen zu erkennen, seine Giite ist
der des BDS-Tests jedoch selbst bei grofien Beobachtungsumfingen weit unterlegen. Auch die
Ergebnisse im Fall, dass wachsende Varianzen in der Zeitreihe vorhanden sind, legen nahe, dass

der LB-Test keine gute Wahl zur Detektion von Varianzédnderungen in der Zeitreihe ist.
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3.6 Weitere Untersuchungen zu den K-Vorzeichentiefetests

In diesem Abschnitt sollen die K-Vorzeichentiefetests im Hinblick auf die in dieser Arbeit ge-
wonnenen Erkenntnisse zu ihrer Trennschérfe weiter untersucht werden. So fiel einerseits auf,
dass die Tests dazu neigen, eine Asymmetrie in ihrem Ablehnungsverhalten zu entwickeln und
positive Korrelationen leichter zu erkennen als negative. Auf der anderen Seite wurde deutlich,
dass ein wesentlicher Nachteil der Testverfahren darin besteht, dass sie nur wenig von einem
wachsenden Stichprobenumfang profitieren kénnen. Besonders auffillig ist dies, wenn sich die
Abhéngigkeitsstrukturen in der Zeitreihe wiederholen (vgl. Kap. 3.1.5). Deshalb ist es von Inter-
esse, ob Modifikationen der Ablehnungsbereiche oder Teststatistiken von den K-VZ-Tests dazu
fithren konnen, dass sie eine bessere Trennschirfe aufweisen und somit fiir die praktische An-
wendung an Relevanz gewinnen. Dabei beschrinken sich die folgenden Untersuchungen auf den
AR(1)-Fall unter Normalbedingungen, wie er in Kapitel 3.1 fiir die herkommliche, zweiseitige
Version der K-VZ-Tests behandelt wurde.

3.6.1 Asymmetrie

Zunéchst steht die asymmetrische Trennschérfe der Testverfahren im Fokus der Untersuchungen.
Diese ist vermutlich auf die asymmetrische Verteilung ihrer Teststatistiken zuriickzufiihren. So
wurde bereits in Kapitel 2.9 erwéhnt, dass eine symmetrische Wahl der kritischen Werte aufgrund
der Form von den Dichteverteilungen nicht optimal erscheint. Zur Veranschaulichung sind die
Dichten der K-Vorzeichentiefen fiir K € {3,4,5} in Abbildung 3.88 dargestellt.
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Abbildung 3.88: Vergleich der Dichtefunktionen von der 3-, 4-, und 5-Vorzeichentiefe
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Diese Dichtefunktionen wurden fiir jedes K mithilfe der Funktion ddepth aus dem Paket
GSignTest von Horn (2020) erzeugt. Dabei wurde die entsprechenden Werte von den Dichte-
funktionen fiir jeden z-Wert in einem Intervall von -1.5 bis 1.5 auf einem gleichméfligen Gitter
der Feinheit 0.0001 ermittelt.

An dieser Stelle erscheint es sinnvoll, zu untersuchen, wie sich die Trennschérfen der verschie-
denen Testverfahren in einer einseitigen Version des Unabhéngigkeitstests verhalten, bei der die
Asymmetrien ihrer Dichten keine Rolle spielen sollten. Dazu wird die Nullhypothese, dass kei-
ne positiven Korrelationen in der Zeitreihe vorliegen, also Hy : p1 < 0, gegen die Alternative
Hy : p1 > 0 getestet. Die Ergebnisse dieser Simulation zeigt Abbildung 3.89.

Hier wird noch einmal deutlich, dass die K-VZ-Tests den anderen Verfahren in kleinen Stich-
proben beziiglich ihrer Trennschérfen in nichts nachstehen. So ist ihre Trennschérfe in der einsei-
tigen Version, zusammen mit der des VNRR-Tests, bei einem Stichprobenumfang von N = 20,
unter allen betrachteten Tests am besten. Gleichzeitig gelingt es den Testverfahren, das Niveau
unter der Unabhéngigkeit einzuhalten. Bis zu einem Stichprobenumfang von N = 50 kann der
5-VZ-Test noch mit dem TP-Test mitzuhalten und erst fiir NV > 100 schneiden die K-VZ-Tests
am schlechtesten ab. Dieses verbesserte Verhalten gegeniiber der zweiseitigen Version des Tests
untermauert noch einmal die Vermutung, dass es Sinn macht, die Annahmebereiche der K-VZ-
Tests entsprechend den asymmetrischen Verteilungen ihrer Teststatistiken anzupassen.

Ein Ansatz, um mit der Asymmetrie der K-Vorzeichentiefen umzugehen — falls eine zwei-
seitige Version des Unabhéngigkeitstests von Interesse ist — stellt eine alternative Wahl der
Ablehnungsbereiche von den K-VZ-Tests dar. Ein weitverbreitetes Vorgehen in solchen Fillen,
wie z. B. bei der X2-Verteilung iiblich, ist es, die Linge des Annahmebereichs zu minimieren.
Dazu wurden verschiedene Alternativen fiir geeignete Quantile auf einem Gitter mit einer Fein-
heit von 0.00001 ausgewertet, wobei das obere und untere Quantil so variiert wurden, dass das
Niveau a = 0.05 stets eingehalten wird. Diejenige Konstellation, die zu dem Annahmebereich
kiirzester Lénge fiihrt, wurde dabei fiir jedes K separat ermittelt. Weiter sind die kritischen
Werte zu den ermittelten unteren Quantilen sowie die Linge des kiirzesten Annahmebereichs
in Abhéngigkeit von den verschiedenen Stichprobenumfingen N und dem Parameter K in der
Tabelle 3.1 angegeben.

Dabei fillt vor allem auf, dass das untere Quantil zu dem kleinsten Annahmebereich im Fall
K = 3 sehr klein ist (0.00095), mit steigendem K aber zunehmend etwas gréfier wird (0.00235
fir K = 4 und 0.00355 fiir K = 5). Diese Systematik ist auf die Form der entsprechenden
Dichten zuriickzufiihren, die in Abbildung 3.88 dargestellt sind. So fallt bei einer erneuten Be-
trachtung auf, dass sich die Schiefe der Verteilung mit zunehmenden K verringert und sich die
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Symmetrie annéhert. Somit wird die Systematik, dass
sich der Annahmebereich mit minimaler Linge fiir groflere K's weiter nach rechts verschiebt,
nachvollziehbar. Auch verdndern sich die kritischen Werte — und damit die Lange der Annah-

mebereiche — mit zunehmendem Stichprobenumfang immer weniger.
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Tabelle 3.1: Untere kritische Werte (u. krit.) und Lénge der Annahmeintervalle (Linge) zum
breitesten Ablehnungsbereich der K-VZ-Tests in Abhéngigkeit vom Stichproben-

umfang N und dem Parameter K

N =20 N =50 N =100 N =500

u. krit. | Lange | u. krit. | Lange | u. krit. | Linge | u. krit. | Linge
K=3 |-3.46 2.11 -3.54 2.27 -3.55 2.30 -3.55 2.30
K=41|-200 0.96 -2.17 1.19 -2.22 1.25 -2.22 1.25
K=5 |-1.15 0.41 -1.33 0.63 -1.37 0.69 -1.37 0.69

Nun soll iiberpriift werden, inwieweit sich die auf diese Weise angepassten Ablehnungsbereiche
auf die K-VZ-Tests auswirken. Dazu sind die so erhaltenen Trennschérfen den urspriinglichen
Trennschirfen, die aus einer symmetrischen Wahl der Ablehnungsbereiche resultieren, in Abbil-
dung 3.90 gegeniibergestellt.

Aus dieser Gegeniiberstellung geht hervor, dass die Trennschérfen aller K-VZ-Tests — zumin-
dest fiir kleine Stichprobenumfinge von N = 20 und N = 50 — mit den angepassten kritischen
Werten deutlich symmetrischer erscheinen. Fiir gréflere Beobachtungszahlen wird aber offen-
sichtlich, dass die Tests positive Korrelationen trotz der Modifikationen noch besser erkennen
konnen als negative. Eine leichte Verbesserung der Symmetrie der Ablehnungsbereiche gegeniiber
der bei einer Wahl der herkdmmlichen Quantilen ist dort jedoch weiterhin erkennbar. Ein we-
sentlicher negativer Gesichtspunkt bei der alternativen Wahl der Ablehnungsbereiche scheint
jedoch zu sein, dass der Bereich, in dem die Nullhypothese in weniger als ca. 5% der Fille
stattfindet, deutlich in den Bereich positiver Korrelationen verschoben wird. Wahrend dieser
bei symmetrischen Quantilen noch relativ zentral um 0 liegt, befindet er sich bei der Modifika-
tion fiir alle betrachteten Stichprobenumféinge und alle Ks deutlich weiter rechts (s. Abb. 3.90).
Damit verbessert sich zwar die Féhigkeit der Tests, negative Korrelationen zu detektieren, al-
lerdings werden positive Korrelationen von bis zu p; = 0.5 bei K = 3 bzw. p; = 0.35 bei K =5
nicht mehr als Abweichungen von der Unabhéngigkeit erkannt. So wird die Nullhypothese bei
den oben genannten Werten von p; mit der Modifikation in weniger als 5% der Simulationen
abgelehnt, wihrend dies mit den urspriinglichen kritischen Werten zumindest in ca. 50 % der
Falle gelungen ist.

Aufgrund dieser nicht wiinschenswerten Eigenschaft scheint eine alternative Wahl des Ableh-
nungsbereichs nach dem hier beschriebenen Prinzip keine deutliche Verbesserung der Trennschérfen
zu bewirken. Insbesondere fiihrt sie dazu, dass die Fahigkeit der K-VZ-Tests, positive Korrelatio-
nen zu detektieren, deutlich abnimmt. Die vorgestellte Modifikation ist allerdings eine sinnvollere
Vorgehensweise als die, symmetrische Quantile zu betrachten. Fiir weitere Untersuchungen der

K-VZ-Tests sollte also ein anderer Ansatz gewahlt werden.
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3.6.2 Tests basierend auf der vereinfachten K-Vorzeichentiefe

Eine Erklarung dafiir, dass die K-VZ-Tests nicht von einem wachsenden Stichprobenumfang
profitieren, ist, dass mit wachsender Beobachtungszahl immer mehr Tupel betrachtet werden,
die wenig Informationen iiber die Abhéngigkeit des Prozesses beinhalten. So machen sich die
Abhéngigkeitsstrukturen der in dieser Arbeit betrachteten Prozesse hauptséchlich lokal bemerk-
bar, also bei kurz aufeinanderfolgenden Beobachtungen. Die Autokorrelationen in den AR(1)-
Prozessen klingen mit zunehmendem Abstand exponentiell ab (vgl. Kap. 3.1, 3.2 u. 3.3) und
bei MA(q)-Prozessen reifit die ACF sogar nach ¢ Lags ab (vgl. Kap. 3.4). Dementsprechend
scheint es zur Aufdeckung dieser Strukturen wenig zielfithrend, Vorzeichenwechsel von Tupeln
aus weit auseinanderliegenden Beobachtungen zur Entscheidungsfindung heranzuziehen. Zumal
der Anteil dieser nicht-informativen Tupel mit wachsendem Stichprobenumfang zunimmt.

Es erscheint deshalb sinnvoll, die vereinfachten Versionen der K-VZ-Tests — wie sie bereits
in Kapitel 2.9 vorgestellt wurden — zu betrachten und ihre Trennschérfen zu untersuchen. Bei
diesen Tests werden nicht alle K-Tupel der Zeitreihe auf alternierende Vorzeichen untersucht,
sondern lediglich aufeinanderfolgende Beobachtungen, wobei Uberlappungen der betrachteten
Tupel erlaubt sind. So basieren diese Tests, abhéngig von dem gewéhlten K, auf dem relativen
Anteil von K aufeinanderfolgenden Beobachtungen, deren Vorzeichen alternieren. Im Folgenden
werden diejenigen K-Tupel, auf die das zutrifft, als K-Vorzeichenwechsel (K-VZW) bezeichnet.

3.6.2.1 Vergleich mit den volistindigen K-Vorzeichentiefetests

Diejenige Testgrofle, auf der der vereinfachte 2-VZ-Test basiert, entspricht dabei der Anzahl
der Vorzeichenwechsel — und damit der Runs — und die beiden Testverfahren sollten deshalb
zumindest dhnliche Ergebnisse liefern (vgl. Kap. 2.9). Um die Trennschiirfen der vereinfachten
Versionen der K-VZ-Tests beurteilen zu kénnen, wurden sie zunéchst denen der vollstédndigen
3-, 4- und 5-VZ-Tests sowie der des Runs-Tests in Abbildung 3.91 fiir unterschiedliche Stichpro-
benumfinge gegeniibergestellt.

Beim Betrachten der Ergebnisse fillt direkt ins Auge, dass die vereinfachten Versionen der
K-VZ-Tests fiir geringe Beobachtungszahlen nicht in der Lage sind, Alternativen mit positiven
Korrelationen abzulehnen. So gelingt es bei einem Stichprobenumfang von N = 20 lediglich dem
vereinfachten 2-VZ-Test, positive Korrelationen zu detektieren. Ab einer Beobachtungszahl von
N = 50 ist auch der vereinfachte 3-VZ-Test in der Lage, die Nullhypothese fiir solche Alternati-
ven zu verwerfen. Damit der vereinfachte 4-VZ-Test eine Ablehnung erreichen kann, sind bereits
N = 100 Beobachtungen notig. Fiir den 5-VZ-Test muss hier schon ein Stichprobenumfang von
N = 500 Beobachtungen gewéhlt werden.

Weiter fallt auf, dass die Trennschérfen der vereinfachten K-VZ-Tests auch in Bereichen mit
hinreichend groflem Stichprobenumfang deutliche Asymmetrien aufweisen, die mit wachsendem
K immer stidrker werden. Dabei fillt ihnen die Erkennung von Abhéngigkeitsstrukturen mit

p1 < 0 leichter.
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In Hinblick auf den vereinfachten 2-VZ-Test wird die Ahnlichkeit zur Trennschérfe des Runs-
Tests anhand der betrachteten Ergebnisse offensichtlich. Bereits ab einem Stichprobenumfang
von N = 50 erscheinen ihre Trennschérfen weitestgehend identisch und die beiden Verfahren
erzielen unter allen abgebildeten Tests die besten Ergebnisse. Bei einem kleinen Stichprobenum-
fang von N = 20 scheint der 2-VZ-Test dem Runs-Test sogar iiberlegen zu sein.

Eine weitere auffillige Systematik in Abbildung 3.91 bezieht sich auf den Einfluss des Wertes
von K auf die Trennschéirfe der K-VZ-Tests. Wahrend die reguldren K-VZ-Tests mit groflerem K
bessere Ergebnisse liefern, ist bei den vereinfachten Versionen ein gegenteiliger Effekt erkennbar.
Neben der Tatsache, dass hier groflere Ks einen grofleren Stichprobenumfang benétigen, um
iiberhaupt eine Ablehnung der Nullhypothese bei positiven Korrelationen erreichen zu kénnen,
nimmt die Trennschérfe im Fall von vielen Beobachtungen (N = 500) vor allem im Bereich
positiver Korrelationen deutlich sichtbar ab.

Um die Beobachtungen zu der Asymmetrie und der Unfihigkeit, in kleinen Stichproben posi-
tive Korrelationen zu detektieren, zu verstehen, wurde exemplarisch fiir K = 3 untersucht, wie
sich die Anzahl der 3-Vorzeichenwechsel (3-VZW) in Zeitreihen in Abhéngigkeit von p; verhilt.
Zunichst ist dafiir die mittlere Anzahl der 3-VZW fiir den Fall N = 20 und N = 50 anhand von
1000 Simulationen fiir jeden Wert von p; auf einem Gitter der Feinheit 0.01 berechnet worden.
Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.92 dargestellt.

Aus diesen Grafiken geht hervor, dass sich die Anzahl der 3-VZW in Abhéngigkeit von p;
in dhnlicher Weise asymmetrisch verhélt, wie es schon bei der Anzahl der Turning-Points in
Kapitel 3.1 beobachtet wurde. So fillt ihre Anzahl bei N = 20 fiir positive Korrelationen linear
bis auf einen minimalen Wert von 0 ab, wihrend sie fiir negative Korrelationen zumindest
polynomiell bis auf einen maximalen Wert von ca. 17 ansteigt. Der mittlere Wert der 3-VZW
unter der Unabhéngigkeit betrégt dabei ungefdhr 4.5 und entspricht damit dem Erwartungswert
der vereinfachten 3-Vorzeichentiefe von (20 - 2) - (1/2)%. Diese Systematiken bleiben auch fiir
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Abbildung 3.92: Darstellung der mittleren Anzahl von 3-VZW in Abh#ngigkeit von p, basierend
auf 1000 Simulationen bei N = 20 (a) und N = 50 Beobachtungen (b)



162

N = 50 erhalten und lediglich die maximale Anzahl sowie die Anzahl von 3-VZW unter der
Unabhéngigkeit ist deutlich hoher. Auf diese Weise lésst sich die Asymmetrie der Trennschérfe
des Tests dhnlich wie im Kapitel 3.1 fiir den TP-Test erkléiren.

Um nun zu verstehen, warum fiir positive Korrelationen bei einer zu kleinen Beobachtungs-
zahl keine Ablehnung der Nullhypothese erfolgen kann, wurde die Anzahl der 3-VZW, ab denen
eine Verwerfung der Nullhypothese stattfindet, fiir ausgewéhlte Stichprobenumfinge berech-
net. Dabei entspricht das 0.025-Quantil der zugehorigen asymptotischen Normalverteilung bei
N = 20 ca. -0.148 und fiir N = 50 in etwa 4.4. Da eine negative Anzahl an 3-VZW jedoch
offensichtlich nicht auftreten kann, ist auch versténdlich, warum eine Ablehnung der Nullhypo-
these hier nicht erfolgt. Die Tatsache, dass sie im Fall N = 50 moglich ist und fiir hinreichend
grofe Korrelationen auch stattfindet, wird ebenfalls ersichtlich. Diese Erkenntnisse lassen sich
gleichermaflen fiir die anderen vereinfachten K-VZ-Tests nachvollzichen, bei denen eine Ab-
lehnung der Nullhypothese fiir positive Korrelationen erst bei grofleren Stichprobenumfingen
moglich wird. Somit muss bei einer Anwendung dieser Testverfahren bedacht werden, dass der
Beobachtungsumfang hinreichend grof3 sein muss, damit eine Ablehnung der Nullhypothese zum
angestrebten Signifikanzniveau iiberhaupt moglich ist. Um dieses Problem zu umgehen, konnten
bei einer praktischen Anwendung dieser Testverfahren — zumindest bei kleinen Stichproben —
auch die exakten Verteilungen der vereinfachten K-Vorzeichentiefen ermittelt und zur Fallung
einer Testentscheidung herangezogen werden.

Um nachzuvollziehen, warum die vereinfachten K-VZ-Tests mit grofler werdendem K im Be-
reich positiver Korrelationen an Trennschérfe verlieren, wurden die mittleren Anzahlen an 3-,
4-, und 5-VZW in Abhéngigkeit von p; bei einer Gitterfeinheit von 0.01 auf der Grundlage von
1000 simulierten Zeitreihen bei N = 500 in Abbildung 3.93 dargestellt.

Daraus geht hervor, dass die Differenz zwischen der Anzahl an K-VZW unter der Un-
abhéngigkeit und der minimalen Anzahl von K-VZW fiir gréflere Ks zunehmend geringer
wird. Dies ist nachvollziehbar, da auch die erwartete Anzahl an Vorzeichenwechseln genau
(N - K)(1/2)K entspricht. Die maximale Anzahl an Vorzeichenwechsel, die durch Korrelatio-
nen verursacht werden kann, bleibt jedoch fiir alle K's konstant 0. Damit nimmt die Anzahl der
K-VZW fiir positive Korrelationen mit grofler werdendem K langsamer ab, als sie fiir negative
Korrelationen zunimmt. Dieses Verhalten ist damit zu erkldren, dass ein negatives p; ein alter-
nierendes Verhalten der Zeitreihe mafigeblich beeinflusst. Das fithrt dazu, dass die Anzahl der
K-VZW mit kleineren Werten des Parameters zunimmt. Auf der anderen Seite ist der Einfluss
einer positiven Korrelation auf die K-VZW deutlich schwicher und ein Entstehen solcher Alter-
nationen wird nicht im gleichen Mafle verhindert, wie es durch negative Korrelationen verstérkt
wird. Dieser Effekt wird offensichtlich mit grofier werdendem K immer stirker. Da die kritischen
Werte aus einer symmetrischen Verteilung ermittelt werden, kénnen die Verfahren negative Kor-
relationen leichter detektieren als positive. Insbesondere nimmt damit die Féhigkeit letztere zu

erkennen — und damit die Trennschérfe in diesem Bereich — fiir groflere K deutlich ab.
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Abbildung 3.93: Simulierte mittlere Anzahl an 3-, 4- und 5-VZW in Abhé#ngigkeit vom Parame-

ter p1 bei einem Stichprobenumfang von N = 500

3.6.2.2 Parallelen zu anderen Tests

Im Folgenden sollen die Parallelen zwischen dem vereinfachten 2-VZ-Test und dem Runs-Test
weiter untersucht werden. An dieser Stelle ist zu bedenken, dass bei der Testentscheidung des
Runs-Tests auf die Anzahl der Beobachtungen, die iiber dem Median liegen, bedingt wird. Dies
ist bei dem vereinfachten 2-VZ-Test nicht der Fall. Somit ist auch von geringen Abweichungen
zwischen Annahme- und Ablehnungsbereichen der Testverfahren — wie sie bereits beobachtet
wurden — auszugehen. Eine zusétzliche Bedingung auf die Anzahl der positiven Beobachtungen
beim vereinfachten 2-VZ-Test erscheint demnach naheliegend und sinnvoll. Dabei wire davon
auszugehen, dass diese Version des Testverfahrens Ergebnisse liefert, die denen des Runs-Tests
noch dhnlicher sind als die des unbedingten Tests. Die kritischen Werte fiir die bedingte Version
wurden dabei auf der Grundlage von 10000 unabhingigen, simulierten Zeitreihen mit entspre-
chender Anzahl positiver Beobachtungen empirisch ermittelt. Die Trennschéirfen des Runs-, des
vereinfachten 2-VZ- und des bedingten vereinfachten 2-VZ-Tests sind einander fiir unterschied-
liche Stichprobenumfinge in Abbildung 3.94 gegeniibergestellt.

Anhand der Grafik l&sst sich erkennen, dass die 3 Varianten fiir alle betrachteten Stichpro-
benumfinge allgemein sehr dhnliche Ergebnisse liefern. Mit wachsendem Beobachtungsumfang
werden sich ihre Trennschérfen dabei immer &dhnlicher, sodass bei N = 500 kaum noch Un-
terschiede zwischen den Tests erkennbar sind. Fiir N = 20 hingegen scheint die unbedingte

Version des vereinfachten 2-VZ-Tests die besten Ergebnisse zu liefern. Bei Stichprobenumfingen
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Abbildung 3.94: Vergleich der Trennschérfen des bedingten (Bed. Simp.) und unbedingten, ver-
einfachten (Simp.) 2-VZ-Tests sowie des Runs-Tests fiir unterschiedliche Stich-

probenumfinge in Abhéngigkeit von p;

von N = 50 und N = 100 wirkt es, als wére der Runs-Test den anderen Testverfahren etwas
iiberlegen.

Eine weitere Auffilligkeit im Bezug auf die bedingte Version des vereinfachten 2-VZ-Test ist,
dass die Nullhypothese bei Stichprobenumfingen von bis zu N = 100 im Bereich extrem positiver
Korrelationen nicht verworfen werden kann. Dies ist damit zu begriinden, dass Beobachtungen
aus Prozessen mit derartig starken Korrelationsstrukturen dazu neigen, sehr dhnliche Werte
anzunehmen. So kommt es hier hdufig vor, dass kein einziger Vorzeichenwechsel auftritt. In einem
solchen Fall sind demzufolge entweder alle oder aber keine der Beobachtung positiv. Deshalb
konnen durch das oben erlduterte Vorgehen zur Bestimmung der kritischen Werte auch keine
giiltigen Quantile ermittelt werden. Die Nullhypothese der Unabhéngigkeit kann in diesen Féllen
also nicht abgelehnt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass kein Vorzeichenwechsel stattfindet,
wird dabei jedoch mit wachsendem Stichprobenumfang immer geringer, sodass diese Effekte bei
N = 500 keine Rolle mehr zu spielen scheinen und eine Ablehnung auf dem gesamten Spektrum
erfolgen kann.

Die Tatsache, dass die bedingte Version des vereinfachten 2-VZ-Tests nicht dquivalent zu dem
Runs-Test ist, liegt vermutlich daran, dass die Anzahl der Beobachtungen iiber dem Median in
der Stichprobe durch die Zentrierung beim Runs-Test stets entweder N/2, | N/2] oder [N/2] be-
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tragt. In der bedingten Version des vereinfachten 2-VZ-Tests kann diese Anzahl jedoch deutlich
andere Werte annehmen. Aufgrund der Voraussetzung, dass die Verteilung der Beobachtungen
bei den K-VZ-Tests einen Median von 0 aufweist, wird es dabei immer wahrscheinlicher, dass
ghnlich viele positive wie negative Werte beobachtet werden. Aus diesem Grund ndhern sich
die Trennschérfen der Testverfahren auch immer weiter an. Damit die Teststatistiken zu jeg-
lichen Stichprobenumféingen #dquivalent sind, miisste vor dem Bedingen eine Zentrierung der
Datenpunkte durch den empirischen Median vorgenommen werden.

Die bereits erwihnten Parallelen zwischen der Anzahl der 3-VZW und den Turning-Points
in einer Zeitreihe konnen durch eine genauere Betrachtung dieser Testgroflen nachvollzogen
werden. So ist zunéchst offensichtlich, dass ein 3-VZW in einer Zeitreihe impliziert, dass bei den

3 betrachteten Beobachtungen ein Turning-Point auftritt, denn es gilt fiir ein 7 € {1, ..., N - 2}:

T <OAxip1 >0AN 2i400<0 = x5 <xijqp1 N Tip1 > Tiyo SoOwie

i > 0N 2401 <OAZig2>0 = 25 > xi401 N Tig1 < Tigo.

Eine Umkehrung dieser Implikation gilt dabei nicht, da Turning-Points auch bei 3 positiven
bzw. negativen Beobachtungen auftreten koénnen. Betrachtet man allerdings die differenzier-
te Zeitreihe A(z1,...,xx) = (x2 - z1,...,xN - TN—1) = (Z1,...,ZN—1), so wird klar, dass das
Auftreten eines 2-VZWs in dieser Zeitreihe dquivalent mit dem eines Turning-Points in der

urspriinglichen Zeitreihe ist, denn es gilt fiir ein beliebiges i € {1, ..., N - 3}:

i >0 A 251 <0
< Tip1 - > 0N Tiyo - 241 <0

< Xy < Ti+1 N Tip1 > Tiy2
bzw.

T; <0 A x>0
S g1 -2 <0 A Xipo - 2541 >0

S T > T N Tl < Tigo.

Die Trennschérfen des vereinfachten 2-VZ-Tests angewendet auf differenzierte Zeitreihen und
des TP-Tests auf die originalen Zeitreihen sind jedoch aufgrund der unterschiedlichen asympto-
tischen kritischen Werten ziemlich unterschiedlich. Dies rithrt vermutlich daher, dass die Beob-
achtungen einer differenzierten, unabhéngigen Zeitreihe nicht mehr unabhingig sind, sondern

zwei aufeinanderfolgende Beobachtungen insbesondere die Kovarianz -2 aufweisen, da gilt:

CO’U(:IZ', ."L‘[Jrl) = COU(1‘1‘+1 - Tjy Lj42 - l‘i+1) = Cov(xi+1,xi+2) - COU(ZL‘Z'Jrl, :EiJrl)

- Cov(xi, Tiy2) + Cov(zi, zip) = -Var(ziy) = -0°.
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Das bedeutet, dass die differenzierten Zeitreihen von unabhéngigen Zeitreihen stets negativ
korreliert sind. Eine Verwerfung der Nullhypothese findet anhand der differenzierten Zeitreihe
in diesem Fall nur fiir extreme positive Korrelationen in der Ausgangszeitreihe statt, da insbe-

sondere im Fall p; =1 gilt:

Cov(Z;, xiy1) = Cov(it1 - Ti, Tita - Tiy1) = Cov(T; + Wit1 - Ti, Tit1 + Wig1 - Tit1)

= Cov(wi“, ’wi_;,_g) = 0.

Aus diesem Grund wurden der vereinfachte 2-VZ-Test auf differenzierte Zeitreihen angewen-
det, wobei aber eine Ablehnung der Nullhypothese nicht bei einer Uberschreitung der iiblichen
kritischen Werte der Teststatistik stattfindet. Vielmehr wurden die Quantile der exakten Vertei-
lung in der differenzierten Reihe fiir den jeweiligen Stichprobenumfang auf der Grundlage von
10000 unabhéngigen Ausgangszeitreihen empirisch ermittelt. Damit sollten die Abh#ingigkeiten
in der differenzierten Zeitreihe nicht zu deutlichen Verzerrungen der Testentscheidungen fiihren,
wie in dem Fall, in dem der herkémmliche vereinfachte 2-VZ-Test auf die differenzierte Zeitreihe
angewendet wird. Dabei wire davon auszugehen, dass es deutlichere Parallelen zu dem TP-
Test gibt, als es zwischen dem vereinfachten 3-VZ-Test und dem TP-Test in der urspriinglichen
Zeitreihe der Fall ist. Zur Veranschaulichung wurden die Trennschirfen der 3 Testverfahren

einander in Abbildung 3.95 gegeniibergestellt.

Simp. 3-VZ, N=500

TP, N=500 -

Dif. Simp. 2-VZ, N=500 -
Simp. 3-VZ, N=100 -

TP, N=100 -

Dif. Simp. 2-VZ, N=100 -
Simp. 3-VZ, N=50 -

TP, N=50

Dif. Simp. 2V-Z, N=50 -
Simp. 3-VZ, N=20

TP, N=20

Dif. Simp. 2-VZ, N=20 -

-0.9-0.8-0.7-0.6-0.5-0.4-0.3-0.2-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

P1

Abbildung 3.95: Trennschérfen des TP-Tests, des vereinfachten (Simp.) 3-VZ-Tests sowie des
modifizierten (Dif. Simp.) 2-VZ-Tests anhand der differenzierten Zeitreihe in

Abhéngigkeit von p; zu unterschiedlichen Stichprobenumfingen
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Hier sind die Parallelen zwischen den Trennschérfen der 3 Testverfahren deutlich zu erkennen.
So gewinnen sie mit wachsendem Stichprobenumfang im dhnlichen Mafle an Trennschérfe hinzu
und weisen eine &hnliche Asymmetrie auf. Die Ubereinstimmungen zwischen dem modifizierten,
vereinfachten 2-VZ-Test auf der differenzierten Zeitreihe und dem TP-Test sind dabei erwar-
tungsgemaf stiarker als mit dem vereinfachten 3-VZ-Test. Insbesondere sind ihre Trennschérfen
bei einer Beobachtungszahl von N = 500 nahezu identisch. Insgesamt schneidet der vereinfachte
3-VZ-Test bei samtlichen Stichprobenumfingen, ab denen eine Verwerfung fiir positive Korre-
lationen moglich ist (N > 50), am besten ab. Dabei werden die Unterschiede zwischen den

Verfahren mit zunehmender Beobachtungszahl immer geringer.

3.6.2.3 Einordnung der Trennschirfen

Um eine Einordnung der Trennschérfe von den vereinfachten K-VZ-Tests zu erreichen, werden
die Trennschérfen dieser Testverfahren im Folgenden kurz denen von ausgewéhlten, in dieser
Arbeit betrachteten Verfahren gegeniibergestellt. Besonders interessant sind dabei die Fille,
dass es sich um einen AR(2)-Prozess (s. Kap. 3.2), bzw. um saisonale Prozesse (s. Kap. 3.3)
handelt, da hier schon Uberlegenheiten der vollstindigen K-VZ-Tests gegeniiber vielen der an-
deren Verfahren festgestellt wurden. Aufgrund ihrer insgesamt schlechten Trennschéirfe wire eine
Anwendung dieser Testverfahren in der Praxis aber nicht sinnvoll. Die vereinfachten Versionen
scheinen aufgrund ihrer stidrkeren Konsistenzeigenschaften besser geeignet.

Die Trennschérfen fiir den Fall eines AR(1)-Prozesses sind in Abbildung 3.96, die Ergebnisse
fir den AR(2)-Fall in den Abbildungen 3.97 und 3.98, saisonale Prozesse in den Abbildungen
3.99 und 3.100 und ihre Trennschérfen bei MA(1)-Alternativen in Abbildung 3.101 dargestellt.

Dabei zeigt sich fiir den AR(1)-Fall noch einmal, dass die vereinfachten K-VZ-Tests deut-
lich bessere Trennschéirfen aufweisen, als diejenigen, die auf der vollstandigen Vorzeichentiefe
basieren. Ein wesentlicher Vorteil besteht dabei darin, dass sie von einem wachsenden Stich-
probenumfang in #&hnlichem Mafle profitieren wie die anderen Testverfahren. Am geeignetsten
erscheint dabei der 2-VZ-Test, der bereits bei einem Stichprobenumfang von N = 20 eine gute
Trennschirfe aufweist und hier zusammen mit dem VNRR-Test die besten Ergebnisse liefert.
Auch bei einem wachsendem Stichprobenumfang erscheint seine Trennschérfe dhnlich gut wie
die des Runs-Tests (s. Kap. 3.6.2.2) bzw. des LB-Tests.

Wie bereits erortert, benotigen Tests mit einem grofleren K mehr Beobachtungen um Alter-
nativen mit positiven Korrelationen zu erkennen als solche mit kleinen K's und ihre Trennschérfe
wird im AR(1)-Fall mit wachsendem K zunehmend schlechter. Dies lésst sich damit erklédren,
dass die stirkste Abhéingigkeitsstruktur bei AR(1)-Prozessen zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Beobachtungen vorliegt und die Betrachtung von noch mehr Beobachtungen bei den VZW
die Ergebnisse eher verzerrt, ohne dabei deutlich mehr Informationen zu liefern.

Auch wenn es sich um AR(2)-Prozesse handelt, zeigt sich die Uberlegenheit der vereinfach-

ten K-VZ-Tests zu ihren vollstéindigen Gegenstiicken. Dabei entspricht die Trennschérfe des
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Abbildung 3.96: Vergleich der simulierten Trennschérfen der vereinfachten K-VZ-Tests mit anderen Testverfahren bei stationdren AR(1)-

Alternativen in Abhéngigkeit von p; fiir unterschiedliche Stichprobenumfinge
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Abbildung 3.97: Simulierte Trennschérfen der vereinfachten K-VZ-Tests bei stationdren AR(2)-

Alternativen im Vergleich mit anderen Testverfahren in Abhéngigkeit von p;
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Abbildung 3.98: Simulierte Trennschérfen der vereinfachten K-VZ-Tests bei stationdren AR(2)-
Alternativen im Vergleich mit anderen Testverfahren in Abhéngigkeit von p;
und po fiir NV = 500 Beobachtungen
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Abbildung 3.99: Simulierte Trennschérfen der vereinfachten K-VZ-Tests bei stationéren, sai-

sonalen autoregressiven Prozessen 1. Ordnung im Vergleich mit anderen Test-

verfahren in Abhéngigkeit von pg fiir N = 50 Beobachtungen
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Abbildung 3.100: Simulierte Trennschéirfen der vereinfachten K-VZ-Tests bei stationéren, sai-

sonalen autoregressiven Prozessen 1. Ordnung im Vergleich mit anderen Test-

verfahren in Abhéngigkeit von pg fiir N = 500 Beobachtungen
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vereinfachten 2-VZ-Tests hier in etwa der des Runs-Tests und damit gelingt es dem Verfahren
lediglich, Abweichungen des Parameters p; zu detektieren. Fiir die vereinfachten Vorzeichentie-
fen mit groflerem K ist ein auffiillig anderes Verhalten erkennbar. So treten &hnliche Phanomene
auf, wie sie beim TP-Test beobachtet wurden (vgl. Kap. 3.2) und gewisse Kombinationen der
Parameter p; und pso fithren dazu, dass eine Ablehnung der Nullhypothese nicht stattfinden
kann. Hier wird die Trennschérfe fiir K > 3 auch immer schlechter, das heifit, es existieren
mehr Alternativen, in denen die Nullhypothese nicht abgelehnt werden kann. Auch verédndert
sich die Form des Ablehnungsbereichs. So kénnen bei K = 3, dhnlich wie beim TP-Test, Al-
ternativen, in denen annadhernd p; = po gilt, nicht abgelehnt werden, wihrend der Parameter
p1 mit wachsendem K im Verhéltnis zu py immer grofler werden muss, damit keine Verwerfung
stattfindet. Dieses Schema ldsst sich auf die mit wachsendem K zunehmende Asymmetrie der
Trennschérfen von den vereinfachten K-VZ-Tests zuriickfithren. Insgesamt scheinen die verein-
fachten K-VZ-Tests in diesem Szenario nach dem LB-Test am besten abzuschneiden, da der
Effekt des Parameters p2 nicht ignoriert wird und verhéltnisméfig wenige Alternativen zur Un-
abhéngigkeit beibehalten werden. Im AR(2)-Prozess scheint also die Wahl eines hoheren K als 2
sinnvoll, weil dadurch auch Abhéngigkeiten von mehr als 2 aufeinanderfolgender Beobachtungen
erfasst werden konnen. Damit wirkt es, als wiirden groflere K's dazu fithren, dass komplexere
Abhéngigkeitsstrukturen erfasst werden.

Diese Beobachtungen und Vermutungen bestétigen sich bei der Betrachtung von den Trenn-
schirfen der vereinfachten K-VZ-Tests, wenn sie auf saisonale Prozesse 1. Ordnung angewendet
werden. Hier wird deutlich, dass die Wahl des Parameters K die Fahigkeit der Verfahren, saisona-
le Abhéngigkeiten zu detektieren, mafigeblich beeinflusst. Wahrend der vereinfachte 2-VZ-Test
hier lediglich Abweichungen von p; zu erkennen vermag, gelingt es dem 3-VZ-Test — dhnlich wie
dem TP-Test — zusétzlich Abweichungen des Parameters ps von 0 zu detektieren. Fiir wachsen-
des K scheint sich diese Tendenz fortzusetzen, sodass der vereinfachte K-VZ-Test allgemein in
der Lage zu sein scheint, Abweichungen des Parameters px_1 zu detektieren. Allerdings nimmt
die Trennschérfe hier mit groffer werdender Saisonalitét drastisch ab, sodass der 5-VZ-Test nur
noch extreme Abweichungen des Parameters ps erkennen kann. Auch treten hier fiir groflere
Saisonalititen und Ks zunehmende Asymmetrien beziiglich der Trennschirfen auf. Allgemein
scheint es, als wiirden fiir gerade K keine negativen Korrelationen fiir die Saisonalitdt S = K
detektiert werden kénnen, wiahrend fiir ungerade Ks bei positiven Korrelationen keine Verwer-
fung zur gleichen Saisonalitdt stattfinden kann. Ein dhnliches Verhalten wurde fiir den TP-Test
in Kapitel 3.3 festgestellt und kann hier mit dhnlichen Uberlegungen nachvollzogen werden.

Im Fall von MA(1)-Prozessen werden erneut Uberlegenheiten der vereinfachten K-VZ-Tests im
Vergleich mit den vollsténdigen Testverfahren deutlich (vgl. Kap. 2.2). Wihrend die vollsténdigen
K-VZ-Tests hier sehr schlechte Trennschéirfen aufgewiesen haben und positive Werte des Pa-
rameters v nicht als Abweichungen von der Unabhéngigkeit erkennen konnten, gelingt dies

den vereinfachten Versionen fiir gréflere Stichproben vergleichsweise gut. So entspricht die
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Trennschérfe des vereinfachten 2-VZ-Tests hier wieder in etwa der des Runs-Tests oder des
LB-Tests und ist somit besser als die des TP-Tests. Weiter fallt auf, dass die Trennschérfe die-
ser Testverfahren mit groflerem K zunehmend schlechter wird. Bei einem K > 4 sind dabei
fiir Stichprobenumfinge von N < 50 &hnliche Muster wie bei den vollstindigen K-VZ-Tests
erkennbar. Diese Systematiken lassen sich erneut auf die sehr lokale Abhéngigkeitsstruktur in
MA (1)-Prozessen und die zu kleine Beobachtungszahl zuriickfithren. So sollten hier lediglich Kor-
relationen zwischen 2 aufeinanderfolgenden Beobachtungen auftreten, sodass durch eine Wahl
von Ks > 2 keine zusatzliche Struktur im Prozess erfasst werden kann.

Insgesamt lédsst sich feststellen, dass die vereinfachten Versionen im Bezug auf alle betrach-
teten Prozesse eine deutliche Verbesserung gegeniiber den vollstdndigen K-VZ-Tests darstellen.
Dabei scheint vor allem ihre Fahigkeit, von wachsenden Stichprobenumfingen zu profitieren,
eine zentrale Rolle zu spielen. Auffallig ist, dass mit wachsendem K breitere Alternativen von
Abhéngigkeiten (z. B. ldngere Saisons) erfasst werden kénnen, wodurch ihre Trennschérfe bei
einfacheren Abhéngigkeitsstrukturen im Abtausch deutlich abnimmt. Durch diese Erkenntnisse
gewinnen die Verfahren in der praktischen Anwendung deutlich an Relevanz und stellen eine
bemerkenswerte Alternative zu den anderen in dieser Arbeit betrachteten Tests dar.

Im Folgenden soll kurz erlidutert werden, wie sich die vereinfachten Tiefen unter anderen, in
dieser Arbeit bereits betrachteten Szenarien, verhalten. Dabei gilt, dass die Verfahren lediglich
auf dem sequenziellen Schema der Beobachtungen beruhen und damit robuste Eigenschaften
aufweisen. So legen Simulationen nahe, dass sie robust gegeniiber Kontaminationen, innovativen
Ausreiflern, anderen Verteilungen der Innovationen sowie wachsenden Varianzen in der Zeitreihe
sind. Weiterhin wird untersucht, wie die Verfahren auf Anderungen des Niveaus in der Zeitreihe
reagieren. So wurde bei den vollstindigen K-VZ-Tests beobachtet, dass sie Spriinge, Trends
und eine Oszillation in der Zeitreihe als Abhingigkeitsstruktur erkennen kénnen und somit auch
als Testverfahren auf das Vorhandensein derartiger Strukturen herangezogen werden konnten.
Fiir einen Stichprobenumfang von N = 500 ist die Trennschérfe der vereinfachten K-VZ-Tests
im Fall von Trends in Abbildung 3.102 dargestellt. Das Verhalten bei einem Sprung lsst sich
anhand von Abbildung 3.103 nachvollziehen und ihre Reaktionen auf eine wachsende bzw. feste
Anzahl von Oszillationen in Abbildungen 3.104 bzw. 3.105.

Daraus geht hervor, dass sich die vereinfachten K-VZ-Tests nicht besonders gut zur Detektion
dieser Strukturen eignen. So verhélt sich ihre Trennschérfe in den unterschiedlichen Szenarien
eher wie die des Runs- oder des VNRR-Tests. So verschieben sich ihre Annahmebereiche bei
zunehmendem Trend, zunehmender Sprunghdhe und zunehmender Amplitude der Oszillatio-
nen in den Bereich negativer Korrelationen und eignet sich nicht gut zu deren Erkennung. Zum
Vergleich kann die Nullhypothese beim 5-VZ-Test und einer Sprunghthe von 1 bzw. -1 nur bei ex-
tremen Korrelationen von -0.9 beibehalten werden, wihrend sie bei den vereinfachten Versionen
bei einem Parameter von |p1| ~ 0.15 nicht verworfen werden kann. Auf dhnliche Weise regieren

die vereinfachten Versionen auch viel weniger sensibel auf einen Trend und eine feste bzw. wach-
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Abbildung 3.102: Simulierte Trennschérfen der vereinfachten (Simp.) K-VZ-Tests bei stati-
ondren AR(1)-Prozessen mit Trend, in Abhéngigkeit von p; und der Steigung
des Trends fiir N = 500 Beobachtungen
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Abbildung 3.104: Simulierte Trennschérfen der vereinfachten (Simp.) K-VZ-Tests bei stati-
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Oszillationen, bei N = 500 Beobachtungen und einer wachsenden Anzahl von
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Abbildung 3.105: Simulierte Trennschérfen der vereinfachten (Simp.) K-VZ-Tests bei stati-
onéren AR(1)-Prozessen in Abhéngigkeit von p; und der Amplitudenhéhe der
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sende Anzahl von Ostzillationen in der Zeitreihe. Auch unterscheiden sich die Verhaltensweisen
fiir unterschiedliche K's nicht auffillig stark. Allerdings scheint es, als wiirde die Verschiebung
in den Bereich negativer Korrelationen im Verhéltnis zur Amplituden- und Sprunghthe sowie
zur Steigung des Trends fiir grofler werdende K's zunehmend schwécher ausfallen. Auch wird die
Trennschérfe etwas schlechter, was sich durch breitere Annahmebereiche bemerkbar macht.
Insgesamt zeigt sich, dass die vereinfachten K-VZ-Tests wesentlich besser als die vollstédndigen
K-VZ-Tests zur Erkennung von kurzfristigen Abhéngigkeitsstrukturen (AR-, MA-, SAR-Prozesse)
in Zeitreihen geeignet sind. Auf der anderen Seite gelingt es ihnen weitaus weniger gut, lang-
fristige Strukturen wie Niveaudnderungen in der Zeitreihe zu detektieren. Sie eignen sich aus

diesem Grund nicht zu deren Erkennung.

3.6.3 Konsistenzeigenschaften

Im diesem Abschnitt wird untersucht, warum die vereinfachten K-VZ-Tests deutlich starker
von einem gréfler werdenden Stichprobenumfang profitieren als die herkémmlichen Versionen.
Dazu wird betrachtet, wie sich die Anzahl der vereinfachten K-Vorzeichenwechsel, ab der eine
Verwerfung der Nullhypothese stattfindet, in Abh#ngigkeit von p; bei wachsendem Stichproben-
umfang verhélt. Dazu wurde die mittlere Anzahl an 3-VZW in Zeitreihen der Lange N = 50
bzw. N = 500 basierend auf 1000 Simulationen in Abh#ngigkeit von p; zusammen mit den aus
der Normalverteilungs-Approximation resultierenden , kritischen“ Anzahlen in Abbildung 3.106
dargestellt.

Es ist ersichtlich, dass die Auswirkungen der Autokorrelationen auf die Anzahl der 3-VZW
schematisch &hnlich bleiben, wihrend die Spanne der kritischen Werte — zumindest relativ ge-
sehen — kleiner wird. Dadurch kann eine Verwerfung auch schon bei geringeren Korrelationen
erfolgen. Aulerdem verdeutlicht diese Darstellung noch einmal die Asymmetrie der Testentschei-

dung. Das gleiche Vorgehen wurde fiir die Anzahl aller alternierenden 3er-Tupel durchgefiihrt,
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Abbildung 3.106: Darstellung der mittleren Anzahlen von 3-VZW in Abhéngigkeit von p; zu-

sammen mit den kritischen Werten (rote Linien)
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was der Teststatistik des vollstéandigen 3-VZ-Tests entspricht. Die Ergebnisse sind fiir Werte von
p1 zwischen -0.99 und 0.99 mit einer Gitterfeinheit von 0.01 in Abbildung 3.107 dargestellt.

Daraus geht hervor, dass das beobachtete Verhalten fiir die Teststatistik der vereinfachten Ver-
sion bei der Menge aller 3er-Tupel deutlich schwécher ausgeprigt ist. So gibt es zwischen den
beiden betrachteten Stichprobenumfingen keine deutlichen Unterschiede beziiglich der Werte
von p1, ab denen ein Verwerfung stattfinden kann. Heuristisch sind diese Beobachtungen damit
zu erkliren, dass sich Autokorrelationen 1. Ordnung vor allem auf das sequenzielle Schema nahe-
liegender Beobachtungen auswirken und die Abhéngigkeitsstruktur iiber einen gréfieren Abstand
immer geringer wird. Demnach ist die Aussagekraft eines K-Tupels von 3 Beobachtungen, die
sehr weit auseinanderliegen, denkbar gering und liefert kaum Hinweise auf das Vorhandensein
einer Autokorrelation. Die herkdmmlichen K-VZ-Tests betrachten also mit zunehmender Beob-
achtungszahl immer mehr Tupel, die sehr wenig Informationen iiber die Abhéngigkeitsstruktur
der Zeitreihe enthalten, was einem Zugewinn an Informationen durch eine gréfiere Beobachtungs-
zahl entgegenzuwirken scheint. Da die vereinfachten Versionen lediglich direkt aufeinanderfol-
gende Beobachtungen betrachten, nimmt die Zahl an aussagekriftigen Tupeln mit steigender
Beobachtungszahl immer weiter zu, was eine Verwerfung der Nullhypothese erleichtert.

Im Hinblick auf die Erkenntnisse aus dem vorherigen Abschnitt kann nachvollzogen werden,
warum den vollstindigen K-VZ-Tests eine Erkennung von Trends, Spriingen und einer Oszil-
lationen leichter fallt. So enthélt ein viel groflerer Anteil der betrachteten Tupel Informationen
iiber diese Strukturen. Insbesondere liefert im Fall eines Sprunges jedes Tupel, dass Beobach-
tungen aus der ersten und zweiten Hilfte der betrachteten Zeitreihe enthélt, Informationen und
ein Trend macht sich bei weiter auseinanderliegenden Beobachtungen sogar stéirker bemerkbar
als bei aufeinanderfolgenden. Auch bei einer Oszillation ist ihr Effekt auf die Werte der Zeitreihe
bei weit auseinanderliegenden Beobachtungen stirker ausgepréigt. Damit erklart sich auch die

viel geringere Sensitivitéit der vereinfachten K-VZ-Tests in solchen Situationen.
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4 Fazit

4.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Das Ziel dieser Arbeit bestand darin, Verhalten und Trennschérfe unterschiedlicher statistischer
Testverfahren zur Uberpriifung von Unabhiingigkeits- bzw. Zufilligkeitsannahmen in Zeitreihen
unter verschiedenen stationiren Prozessen zu untersuchen. Auflerdem wurde betrachtet, wie die
Verfahren reagieren, wenn andere Strukturen als Korrelationen in der Zeitreihe oder Abweichung
von den Testvoraussetzungen vorliegen. Das Hauptaugenmerk lag bei diesen Untersuchungen auf
den K-Vorzeichentiefetests und auf ihren Reaktionen bei derartigen Alternativen zur Zufilligkeit.
Vor den Untersuchungen in dieser Arbeit gab es noch keine Erkenntnisse zu ihren Trennschérfen
im Kontext von stationiren Prozessen, obwohl Resultate von Leckey et al. (2020) nahelegen,
dass sie als Testverfahren fiir derartige Szenarien geeignet sein kénnten.

Insgesamt zeigt die nun vorliegende Simulationsstudie, dass die K-Vozeichentiefe-Tests keine
gute Wahl zur Detektion kurzfristiger Korrelationsstrukturen, wie sie hier betrachtet wurden,
darstellen. So schneiden ihre Trennschérfen bei AR(1)-, AR(2)- und MA(1)-Prozessen unter
allen betrachteten Verfahren am schlechtesten ab. Besonders auffillig ist, dass ihre Trennschérfe
in kleinen Stichproben &hnlich gut ist wie die der anderen Tests. Sie scheinen jedoch kaum von
einem wachsenden Stichprobenumfang zu profitieren. Allgemein konnte dabei festgestellt werden,
dass groflere Ks bei allen betrachteten Szenarien bessere Ergebnisse erzielten als kleinere. Bei
den Simulationen zu saisonalen AR-Prozessen wurde jedoch deutlich, dass die K-VZ-Tests — im
Gegensatz zu vielen anderen Verfahren — in der Lage sind, Korrelationen zu héheren Lags und
damit komplexere Abhéingigkeitsstrukturen zu erfassen.

Eine weitere auffallende Eigenschaft dieser Verfahren ist, dass sie anscheinend lingerfristige
Strukturen wie Spriinge, Trends oder eine feste Anzahl von Oszillationen als Abweichung von
der Zuf#lligkeit der Zeitreihe erkennen konnen. Auch zeigen die Tests robuste Eigenschaften
und koénnen Abhéingigkeitsstrukturen trotz anders verteilter Innovationen, geringen Anteilen
von Kontaminationen, innovativen Ausreiflern und einer wachsenden Varianz der Innovationen
dhnlich gut erkennen wie unter Normalbedingungen.

Als eine Erkldrung dafiir, dass die vollstéindigen K-Vorzeichentests bei wachsendem Stichproben-
umfang kaum an Trennschirfe gewinnen und damit fiir gréflere Stichproben ungeeignet sind,
wurde erkannt, dass zu viele nicht-informative Tupel zur Testentscheidung herangezogen wer-
den. So wichst die Anzahl von Tupeln mit weit entfernten Tupelelementen, bei denen in den

hier betrachteten Prozessen kaum noch eine Autokorrelation vorhanden ist, mit steigender Be-
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obachtungszahl stark an. Daraus lésst sich schliefen, dass es fiir die Aufdeckung derartiger
Abhéngigkeitsstrukturen Sinn macht, nur zeitlich nah beieinanderliegende Beobachtungen in
die Teststatistik einflielen zu lassen. Aus diesem Grund wurden weitere Untersuchungen mit
einer vereinfachten Version der K-VZ-Tests angestellt, in der lediglich Vorzeichenwechsel auf-
einanderfolgender Beobachtungen beriicksichtigt werden. Im Zuge dessen wurden noch einmal
die von Leckey et al. (2020) beschriebenen Parallelen zwischen dem Runs-Test und dem verein-
fachten 2-VZ-Test aufgezeigt. Aulerdem konnte ein Zusammenhang zwischen dem vereinfachten
2- bzw. 3-VZ-Test mit dem Turning-Point-Test herausgearbeitet werden.

Bei der Verwendung dieser vereinfachten Testverfahren konnte ein drastischer Zugewinn an
Trennschérfe im Vergleich zu den vollstéindigen Version festgestellt werden. Besonders deutlich
wurde dieser im Fall von AR(1)-, AR(2)- sowie MA(1)-Prozessen. Insbesondere profitieren diese
Versionen deutlich stirker von einem wachsenden Stichprobenumfang. Thre Trennschéirfe nimmt
— anders als bei ihren vollstéindigen Gegenstiicken — mit grofler werdendem K ab und es entwi-
ckelt sich dabei eine zunehmende Asymmetrie der Annahmebereiche. Im Hinblick auf saisonale
autoregressive Prozesse wurde auflerdem deutlich, dass die Wahl des K's einen Einfluss auf die
F#higkeit der Testverfahren hat, saisonale Abhéingigkeitsstrukturen zu detektieren. So zeigen die
Simulationsergebnisse, dass ein vereinfachter K-VZ-Test Autokorrelationen bis zum Lag K-1 er-
kennen kann. Die Trennschérfe der Testverfahren nimmt jedoch mit grofleren Lags zunehmend
ab. Ein wesentlicher Nachteil gegeniiber den herkémmlichen K-VZ-Tests ist, dass sie nicht in
der Lage sind, Spriinge, Trends oder eine feste Anzahl von Oszillationen in der Zeitreihe zu
detektieren.

Von den anderen betrachteten Testverfahren sticht der Ljung-Box-Test besonders hervor. Die-
ser weist sowohl bei einfachen Abhéngigkeitsstrukturen (MA(1)- u. AR(1)-Prozesse) als auch
bei komplexeren Strukturen (saisonale AR- und AR(2)-Prozesse) eine gute Trennschirfe auf.
Weiterhin scheint er in sehr groflen Stichproben zumindest ansatzweise in der Lage zu sein, Kor-
relationen der Fehler eines Prozesses, wie sie in GARCH(1,1)-Modellen existieren, zu erkennen.
Auch eignet er sich — &hnlich wie die K-VZ-Tests — hervorragend zur Detektion von Spriingen,
Trends sowie einer festen und einer wachsenden Anzahl von Ostzillationen. Da es sich jedoch um
einen parametrischen Test handelt, werden seine Testentscheidungen stark von anders verteil-
ten Innovationen, Kontaminationen sowie innovativen Ausreiflern beeinflusst. Auch wachsende
Varianzen bereiten diesem Test Probleme, sodass er weder in der Lage ist, diese eindeutig zu
erkennen, noch robust zu reagieren. Des Weiteren muss ein Parameter H gew#hlt werden, der
die Anzahl der vom Test betrachteten empirischen Autokorrelationskoeffizienten spezifiziert. Bei
einer ungeeigneten Wahl ist es dem Test deshalb eventuell nicht méglich, die interessierenden
Abhéngigkeitstrukturen in der Zeitreihe zu erfassen.

Die beste Trennschérfe im Fall von AR(1)- und MA(1)-Prozessen unter Normalbedingung
weist in dieser Arbeit der Durbin-Watson-Test auf. Seine Teststatistik ist dabei genau auf die

Erkennung von Autokorrelationen 1. Ordnung ausgerichtet. Allerdings leidet der Test als pa-
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rametrisches Verfahren deutlich unter Verletzungen seiner Voraussetzungen, Kontaminationen
und innovativen Ausreiflern. Auch kann dieser Test keine anderweitigen Abhéngigkeitsstrukturen
erkennen.

Auch den Von-Neumann-Ratio-Rang-Test zeichnet vor allem seine sehr gute Trennschérfe im
AR(1)- und MA(1)-Fall aus, die nach der des Durbin-Watson-Tests die zweitbeste ist. Gleichzei-
tig zeigt er als rangbasiertes Testverfahren robuste Eigenschaften bei Kontaminationen, innovati-
ven Ausreiflern, anders verteilten Innovationen sowie einer wachsenden Varianz. Die verbesserte
Trennschérfe gegeniiber den anderen nicht-parametrischen Verfahren, wie dem Runs-Test, ist
dabei auf die Mehrinformationen durch die Betrachtung der Rénge von den Beobachtungen
zuriickzufithren. Allerdings biiit der VNRR-Test dadurch geringfiigig an Robustheit ein, was in
dieser Arbeit z. B. im Fall von wachsenden Varianzen deutlich wird. Hier scheint der Runs-Test
etwas geeigneter zu sein

Auch der Turning-Point-Test hebt sich von den anderen Testverfahren ab. So reagiert er in vie-
len Szenarien (Sprung, Trend, feste Anzahl von Oszillationen), wo andere Testverfahren deutliche
Schwierigkeiten zeigten, duflerst robust und kann Autokorrelationen dhnlich gut wie unter Nor-
malbedingungen erkennen. Weiterhin stellt die Einfachheit der Berechnung seiner Teststatistik
einen wesentlichen Vorteil dieses Verfahrens dar. Seine Trennschérfe ist jedoch etwas schlechter
als die der anderen nichtparametrischen Verfahren und die Annahmebereiche des Tests weisen
Asymmetrien auf.

FEine Sonderstellung nimmt auch der Broock-Dechert-Schreinkman-Test ein. Er ist als einziger
Test in der Lage, Fehlerkorrelationen im Rahmen von praxisrelevanten GARCH(1,1)-Prozessen
zuverléssig zu erkennen. Auch zeigt er Ansétze, weitere komplexe Strukturen wie wachsende
Varianzen, Oszillationen und Spriinge in der Zeitreihe detektieren zu kénnen. Ein wesentlicher
Nachteil dieses Tests ist jedoch, dass er einen groflen Stichprobenumfang von ca. N > 500
benétigt, um zufriedenstellende Ergebnisse zu liefern. Damit ist er in kleinen Stichproben un-
brauchbar. Auch wird er stark durch Kontaminationen in der Zeitreihe beeinflusst und weist in
einigen Szenarien ein unberechenbares Verhalten auf.

Die gesamten Ergebnisse dieser Arbeit sind in Tabelle 4.1 zusammenfassend dargestellt. Dabei
wurde fiir jedes betrachtete Verfahren beurteilt, wie gut es bei den unterschiedlichen zugrunde
liegenden Prozessen und unter den verschiedenen Szenarien geeignet ist. Dabei ist eine grobe
Einteilung in ,,gut geeignet®, ,teilweise geeignet“ und ,,ungeeignet” vorgenommen worden. Im
Fall von Trends oder Spriingen in der Zeitreihe war es weiterhin wichtig, zu unterscheiden, ob

das jeweilige Verfahren robust regiert oder ob es die vorliegende Struktur erkennt.
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4.2 Ausblick

Mit den gewonnenen Erkenntnissen iiber die Eigenschaften der K-Vorzeichentiefetests und ihrer
vereinfachten Versionen kann ein breites Spektrum an Abweichungen von der Zufilligkeit ge-
testet werden. So kénnen lokale Abhéngigkeiten durch nah beieinanderliegende K-Tupel erfasst
werden, wihrend weit auseinanderliegende K-Tupel Informationen {iber langfristige Strukturen
enthalten. Die Wahl eines geeignetes K's und der verwendeten Testversion trigt dabei massiv
zur Trennschérfe der Verfahren in verschiedenen Szenarien bei.

Fiir zukiinftige Untersuchungen erscheint es weiterhin sinnvoll, Kompromisse zwischen der
vollstdndigen Version der K-VZ-Tests und ihren vereinfachten Versionen zu betrachten. Dabei
wére davon auszugehen, dass durch solche Modifikationen komplexere Strukturen erkannt werden
kénnen, wahrend nicht zu viele nicht-informative Tupel betrachtet werden, die die Trennschérfe
des Tests verschlechtern. Eine Moglichkeit besteht darin, K-Tupel aus allen moéglichen Fenstern
der Liange P mit N > P > K in der Zeitreihe (rq,...,ry) zur Entscheidungsfindung heranzu-
ziehen. Dabei wire davon auszugehen, dass die gute Trennschérfe der vereinfachten Versionen
des K-VZ-Tests mit kleinen K's mit der breiteren Alternative der Testverfahren mit groflen Ks
kombiniert werden kann. Diese Teststatistik konnte als (K, P)-Vorzeichentiefe bezeichnet werden

und ist dann definiert durch:

>

1 {(—1)’%«% > 0}

1 {(—1)’%% < 0}) .

Dabei entspricht diese Teststatistik bei der Wahl von P = K derjenigen der vereinfachten
Version der K-VZ-Tests df((rl, ey 7N). Wird P = N gewihlt, so entspricht diese Grofle genau

. N—P+1
diep(ry, ) = (N-P+1)-(5) 2 > (

=1 i<ni<..<ng<i+P-1 \k=1

>

+

k=1

der vollstéindigen K-Vorzeichentiefe dg (71, ...,7n). Somit handelt es sich hier um eine logische
Modifikation, die sich in die bereits vorhandenen Versionen des Tests einfiigt.

Weiterhin konnte im Rahmen dieser Arbeit festgestellt werden, dass die K-VZ-Tests und ih-
re vereinfachten Versionen in vielen Situationen robuste Eigenschaften aufweisen. Dies héngt
maflgeblich damit zusammen, dass lediglich die Vorzeichen der Beobachtungen zur Entschei-
dungsfindung herangezogen werden. Auf diese Weise gehen jedoch viele Informationen iiber die
Zeitreihe verloren, die zu einer verbesserten Trennschirfe der Testverfahren fithren konnten.
So wurde in dieser Arbeit deutlich, dass die Trennschérfe des Von-Neumann-Ratio-Rang-Tests
durch die Betrachtung der Rénge der Beobachtungen denjenigen Tests, die lediglich das se-
quenzielle Schema der Beobachtungen heranziehen, in vielen Situationen iiberlegen ist. Auch
das Miteinbeziehen der Grofien oder der Abstdnde zwischen Beobachtungen erlaubte es dem
Ljung-Box- und dem Broock-Dechert-Schreinkmann-Test, Varianzénderungen in den Zeitreihen
zu detektieren (s. Kap. 3.1, 3.2 u. 3.5).
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Aus diesem Grund erscheint es sinnvoll, Modifikationen der vereinfachten K-VZ-Tests zu be-
trachten, die informativere Groflen der Beobachtungen zur Entscheidungsfindung heranziehen.
Dabei wire davon auszugehen, dass derartige Modifikationen dazu fithren, dass die Tests brei-
tere Alternativen zur Zufilligkeit der Zeitreihe erfassen konnen und, dass ihre Trennschérfe bei
Abhéngigkeiten verbessert wird. Dafiir wire es denkbar, die Darstellung des wesentlichen Teils
der K-VZ-Tests aus dem von Leckey et al. (2020) bewiesenen Lemma 1 auszunutzen (s. Kap.
2.9). Dieses Lemma besagt beispielhaft, dass die folgende Aquivalenz fiir den Fall der verein-
fachten 2-VZ-Statistik gilt:

N-1 N N
> (1 {rn >0,rpp1 <0} 4+ 1{rn < 0,741 >0} — 2) = —5¥ (rn) ¥ (rn1) ,

n=1 n=1

wobei 1(z) = sign(x) hier der Vorzeichenfunktion entspricht, wie sie in Kapitel 2.9 definiert
wurde.

Nun bietet es sich an, die Funktionen v anders zu definieren, sodass informativere Kenngréfien
der Beobachtungen in die Teststatistik einflieBen. Dabei ist zu beachten, dass der theoretische
Median von (¢(R1), ..., (Rn)) wieder 0 entsprechen sollte, damit die asymptotische Verteilung
der Teststatistik nicht verédndert wird. Dazu konnten die unverénderten Werte der Beobachtun-
gen benutzt werden, das heifit, die Funktion kénnte definiert werden als 1(x) = z. Dies hétte
jedoch zur Folge, dass der Test stark von Ausreiflern beeinflusst wiirde, sodass er seine robusten
Eigenschaften verlére. Um einen Kompromiss zwischen Robustheit und Informationsausnutzung
zu erzielen, konnten aber auch abgeschnittene Beobachtungen betrachtet werden. In diesem Fall

konnte 1) fiir ein beliebigen Abschneidewert ¢ definiert werden als:

x , falls |z| < ¢
P(x) =
sign(z) - ¢, falls |z| > ¢
Eine weitere Moglichkeit wiire es, ¥ als Rangfunktion zu definieren, wodurch die asymptotische
Verteilung der Teststatistik jedoch deutlich verdndert werden wiirde.
Durch derartige Modifikation koénnten die vollen und vereinfachten K-VZ-Tests insgesamt
mehr Informationen aus den Zeitreihenwerten ziehen. Mit einer geeigneten Wahl von v kénnten

dabei gleichzeitig die robusten Eigenschaften der Testverfahren erhalten bleiben.
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